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M -�	+ �� G�1 ���/� �( �( y'�E� �� �	M ?��( �� #�� -0�

*-��?-+ ?��� ;��!�

(−∞,�] = {x ∈ R|x ≤ �}

(−�,+∞) = {x ∈ R|x > −�}

��-�� �	� '( ��-��� &�� ?��( ;��!� /-. NE+

����� 3&�	�  ��  �� ����
 ,���4� 35.��� �� �� "��� /-. ����

(�,�] ⊂ [�,�) ,
�

�
/∈ [−�,�]

(−∞,�] ∩ (�,∞) = (�,�] , (−∞,�] ∩ (�,�) = (�,�]

(�,�] − [�,�) = (�,�) , (−�,∞) ∪ (−∞,−�) = R − {−�}

!%&� )��6 b � a "��#$� 37�78 ���� )�� (��� � �� 39	� ,-. ����

−(a+ b) = (−a) + (−b) , a× 
 = 
 , −(+a) = −a

(−a) × (−b) = a× b , a× � = a , −(−a) = +a
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(a) (−∞,�] ∩ (−∞,�) , (b) (−∞,−�] ∪ (−�,∞)

(c) (−�,∞) ∪ (−∞,�) , (d) {(−�,∞) − (−∞,�)} ∩ (
,�]

(e) (�,�) − [�,�) , (f) {(−∞,�/�) ∩ (−�,∞)}′ ∩ (−�,�]

�%�&' �����
^��� #�
M �%4� N!� ��/M � b � a ?�	C�� �L�L> ��-�� #�( &'A� ](�� �

a

b
± c

d
=
ad± bc

bd
,

a

b
× c

d
=
ac

bd
,

a

b
÷ c

d
=
a

b
× d

c
=
ad

bc

^��� �.�����2� #�
M &���� a 'F4�� �-� Q�1 �S�> ��
a

�
= a ,




a
= 
 ,

a



= ∞

^�'� -��	C� ����F� 'A� �'C� � ��	4 �� � 'A� ��) �� �F
� ���� ��'8
−a
b

=
a

−b = −a
b

�� -
���@� �'C� � ��	4 �� �@A� N�<F� � ���'� a
b

=
c

d
&'A� &��A� &�'(

a+ b

b
=
c+ d

d
��	4 �� �@A� ���'� ,

a

a+ b
=

c

c+ d
�'C� �� �@A� ���'�

a− b

b
=
c− d

d
��	4 �� �@A� N�<F� ,

a

a− b
=

c

c− d
�'C� �� �@A� N�<F�

����� ��� ���� ���� ���

�
#��'�( �����
^�	+ �� x�'9� #�
M �� ��� &�-�  n! 0�$�6�4 ��-L�  n �9�@Z �-� &�'(

n! = �× �× �× �× · · · × (n− �) × n

^-

�
M �! � �! '���L� J\ Y� *��� �9�@Z &�-� =�� ��-L� #�� N4�>

�! = �× �× �× �× � = ��


�! = �× �× �× �× �× �× � = �
�
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)��� �����
n X'<%4�> �� �A���@� an ��-��	� �-� n -
��� �9�@Z �-� � a -
��� �L�L> �-� &�'(

�
9� a �-� ��(

an = a× a× a× · · · × a N��� n

��-�� � b � a -
��� &'F4�� �L�L> ��-�� &�'( *G�.	P ��� �� '* �� n �-� � ���@ �� a �-�
^G���� n � m :�4

am × an = am+n , am ÷ an = am−n , a� = a , a� = �

an × bn = (ab)n , an ÷ bn = (
a

b
)n , (am)n = amn , a−n =

�

an

(+a)n = +an , (−a)n =

{
+an ��� n,

−an �'2 n.

�-� &�'( �0 ��� ,`� � ���P�-U �	�( mn ��	� �$ @��� amn �-� A6�� '* �� �	D
�
*-+�( �L�L> &�-� -��	� �� �-� R� ��	� '� �%� ���> �� *-+�( �� a((

�
�

�

) �

�

)π

= �
��π
��

^-�
� �U	� '�� 3�Y� �(

=%.�6 	�� ���* ;<�8 B-. ����

�
� × �

−� × �
�

�� × (��)�
× �

� × �
−�

�−��

^G�
� �� ?��� �� ���@�  ��	� Q�	1 7@Z -0�

�
� × �

−� × �
�

�� × (��)�
× �

� × �
−�

�−�� =
�
� × �

−� × �
� × �

� × �
−�

�� × ��� × �−��

=
�
�−� × �

−�+� × �
�

�� × ���−��

=
�× �× �

�

�� × �−�

=
�× �

� × �
�

�

=
�× (��)�

�

=
�
��

�
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*�+
!�# �����
?-���� a I�−n �$��� �� n

√
a >�1��*$ ��-L� n -
��� �9�@Z �-� � a -
��� �L�L> �-� &�'(

�� �� t �-� S\ 	!9� � G�.	P >�1��*$ ����4 �� n *a = bn �E��
M b -
��� &�-� �� �A���@� �
n ��-L� �� ����
� *-
��	1 a �9� �� �

√
a ��-L� � a �6U �� √

a ��-L� *G�A�	� �!� �U'2
a

m
n ��-��	� �-� NE+ �( ��	� �� �� n

√
am ��-L� #�
h!� *�	+ x�'9� �@Y� -��( a -+�( ���

�
9�  ��� ;��!�

( n
√
a )m = n

√
am = a

m
n

#�� '( ?�J� *��� x�'9� N(�8 �'2 m �� �@Y� &−a &�'( ��

n
√
a× n

√
b =

n
√
ab ,

n
√
a

n
√
b

= n

√
a

b
,

m
√

n
√
a = mn

√
a

n
√
cn.a = c n

√
a , n

√
a =

⎧⎨
⎩

a �@Y� a � ��� n,

−a �F
� a � ��� n,

a �'2 n.

���>��� "��& �� 	�� 3$�?���� ���* C-. ����
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√
��+ �

�
√
��− 	

�
√
�	�

'�� �� �� �-�  �0 �� ���	� y6> �( � ?�'� ��="� 3�� N��	� �( �� 3�E���� '�� �-� '� -0�
^G�
� �� ���1 3�E����

�
�
√
��+ �

�
√
��− 	

�
√
�	� = �

�
√
�� + �

�
√
�× �� − 	

�
√
�� × �

= �× �
�
√
�+ �× �

�
√
�− 	× �

� �
√
�

= �
�
√
�+ 	

�
√
�− ��

�
√
�

= −�� �
√
�

y6> �� �'C� 3�E���� �� �	!� G���	1 �9�  -���� ���E���� �'C� �� �.��'A� �� S\ 	!9�
� ��	4 �A�2�� n

√
am �'C� �( &'A� &�'( ��E
�� &�'( *G�
� ��; �� 'A� �\>J�4� � ?�'�

^G�� ?�'� ��	P �� '�� &��'A� *G�.�!� N�	� a �( �� �'C� � ?�	!� X'� n
√
an−m �� �� �'C�

�√
�

=
�×

√
�√

�×
√
�

=
�
√
�

�

�

�
√
��

=
�× �

√
��

�
√
�� × �

√
��

=
�

�
√
��

�
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(a) (
�

�
+
�

�
+
�

�
) ÷ (

�

�
+
�

�
+
�

�
) , (b) (

�

�
− �

�
− �

	
) × (�

�

�
+ �

�

�
)

(c)
�
� × �

−� × �
�

�� × (��)�
× �

� × �
−�

�−�� , (d) (
�

�
+
�

�
)� ÷ (

�

�
)�

�

(e)
�
�

�!
+
�
�

�!
+
�
�

�!
+
�
�

�!
, (f)

�
√
�� × �

� × �
√
�	 × �

√
�√

�� × ��

(g) �
√
�− �

√
�− �

√
�� , (h) �

√
��− �

√
�+ ��

√
���

(i)
�
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�� + �
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, (j)

�
√

�
√
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√
�
√
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�
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�

√
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√
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√
�� , (l) (
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(a)
�
√
�

, (b)
�

�
√
�

, (c)
�
√
�

�
�
√
��

, (d)
�

�
�
√
�
√
�

, (e)

√
�
−

√
�

�
√
�

��,� !#�"-��.� / ��,� !��- �����
N�-@� &�'(  =�� ��@��� �� � �	+ �� ?��F��� ���� pq &�/��	� �� �!%� ��@��� ��
���	� ��'� �( �-� ;��!� *�'( ��E( �� pq ���'� -��( �%%!�� #�( &����-����� 7@Z �/���L�
� ��� '�� pqqq '(�'( '��	%�� '� G���� �� J\ Y� *-
��� ��)� ���� �� ��)� �	� �� pq ��
-��	1 '� ?��� �� ��@��� �� �km = �


�m �!%� ��!� �( � �km = �


m G�A�	���
����� �� -9( �� �L(�� � ��+	� :�4 �-� R� �( �� &�-� ���'� �!%� ��!� _���� �� *�'�

*�/���× �

� G�A�	� �� ���� &�"( 3�Y� &�'( *G�
� �� '�5

"����� 3?���	5?$� @?&�	?�
 �� �� �A�#*B C�	�� "�D E�E-9 F	� ��D�3� E-. ����
F	G �×�
−�� HI��JK ��.L� ,�� MF	G �×�
−�� ,1 (DNA) ��B�NO��� ,�� ���� �5�	G

�%&� F	G ��6 C�	�� )�� ,�� �%&� "��� F	G �× �

−�� ,1 ��.L��NO��� ,�� �

�� I'P ��× �

−�� '(�'( ��'�� #�� -�A`�	�%�	� � -�A`�  -��	�%�	� ��� b	!"� -0�

*��� I'P �/�× �

−��

Strain �����
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��-�	��) #�� *�'�P �� I�"�� SI �%%!�� #�( &��-�	��) �( �\�	!� �!%� &�/���L� N�-@�
^-�'�� 3�-U 7(���

��!� -�	��) ��'� ��!� -�	��) ��'�
d ��� �


−� Y ��	� �

��

c ����� �

−� Z ��� �


��

m �%�� �

−� E �=P� �


�


μ �'E�� �

−� P ��) �


��

n 	��� �

−	 T �'� �


��

p 	E�) �

−�� G ���P �


	

f 	�!2 �

−�� M ��� �


�

a 	�0 �

−�
 k 	%�� �


�

z 	�)� �

−�� h 	�E� �


�

y 	��	� �

−�� da ��� �


�

����!� �� ��->�� ���'� *-
���F�� z�=( � RM	� y�'> ��->�� ��'� �� -�
� �8�
7(��� �E�=�2 &�� ��!� 3	!9� *�+�� -
��	C� ���
9� �� ��!� &�'( ="( � -�� � �� ��E(

^-�'�� 3�-U

cgs �� ��!� ->�� SI �� ��!� ->�� ��!�
s ����f s ����f ����
cm '�!����� m '�� 3	Z
gr I'P kg I'P	%�� I'U
mol 3	� mol 3	� ?��� ��-L�
K #�	%� K #�	%� �E���
��	�'� &���
A '`�0 A '`�0 �E�'�E�� ���'U
cd S-��� cd S-��� �	� �-+

�� ��� ��2�A� �0 � ly &$� >�+ -
��� �	+ �� ?��F��� I	"� �� G� �P�=( &��->��
�( ��'(�'( � -
� �� �Z 3�� R� �� �	�

�ly = �× �

� km

s
× ���× ��× �
× �
s = 	/�× �


��km = 	/�× �

��m

*��� &�	� 3�� �/�� '(�'( �� Pc F+G $�@ #�
h!� �

P.8	� �O<�� )�� �%&� E&��J Q 	��	� )�
� �� �R�	� "���5& �� O<�� ����� H-. ����
=%&� ��76 	5
�O��

S�( N�-@� 7@Z -0�

dAltair = �Pc = �× �/��ly = ��/�× 	/�× �

��km = �/��× �


��km

Altair�
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IS�� Ǳ����
 ���� 3$� "�B��  	�G�B	J 	+� 	� 3���G  �� ���G ��  ���.� ��D�3� I-. ����
P.8	� �� �4�� U�� )�� V�
 A�W �����9 3
 ����� 3
 �5-� ν = �/��GHzR���	� ��

!��.��� 3
 c = λν A�
	� �� ������� 	5��5��&

λ =
c

ν

=
�× �


� km
s

�/��× �
	
�

s

= �/���× �

−�km

= �/���× �

−� × �


� × �

�cm

= ��/��cm

%�	8 ��� %	& �� E��X� 35	& �� 3�.� "�G	�Y�9 %�*.� Z*W �F�J!4� K-. ����
%�	8 v%	& �� � "��� l� �.� �� �$�� A�W 	G� ���� 3
 �5&�� ,1 A�W �� 	[�� E� ��� �� ���

�� ��  	5
 E� 3�.�  �	� ��� ����9 "��� l = l�

√
�− v�

c�
	��	� ,1 A�W 	[�� ��� �� ���

�	�� M�&� 3
 	\�� ��cm A�W ��� 3
 %�	8 ����+ 	� 	5
�O�� ��X� ��
%	&

l = l�

√
�− v�

c�

= �m

√
�− (��



 km

s
)�

(�




 km
s

)�

=
√
�− 
/�� m

=
√

/�	 m

∼ �� cm

A+B → C+D -
��� ��
��� &�'(  G��� ���� [A] �( �� A NY� &� ?��� �D%� 'P� ���!L�
*ka =

[C][D]

[A][B]
�� �A���@� ;�	� �(�f ��-L�

	��	�  ���7
 HX ]�4^ ��&� 
/�M A�O/
 E� �� ,_����� ,�� %\O` ,M-. ����
=%&� ��76 HX I��� %��+ ����� [H+] = �/
× �


−�M ��
,) ?-�0 ��-( HX �� ]L2 3	%� � HX � H+ +X− �	M -0�

[H+] = [X−] = �/
× �

−�M

�( ��'(�'( ;�	� �(�f ��-L� #��'(�
( � ��� 
/�M '(�'(  3	%� �� HX �D%�

ka =
[H+][X−]

[HX]
=

(�/
× �

−�)�

�/
× �
−� = �/�× �

−�
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 abb ���8 ,������5.J ,�9 ,c�.�� %��	[ ��D�3� ,,-. ����
"�	� ��$�B  _	��  	$���O�� d ���7
 ��� e	�
 ;
�� ��f� ,c�.�� ���7
 )�� 	G� �� %&�
,c�.�� F��B e	�
 �� 3
	G�O�� gb  �	
 ��	� 3
 h�� ��	i�5��& ���� d �� ,�9 ���	8 �

(�Cal = �/�j)=��� ��4< ����B 3
 	5
 ��6 M��9 ,�9 	5�$ jkQ �� ����

W = �/� × �/�kj = ��/� × �


�j ��-L�  �'� #�� �	1 ���A�� y'K� �( -0�
�%�A���) &�'�� ��-L� -��(  '�� h #�2� S�( &�'( *��'P �� &� �	94 y'4 �� ?-+ -��	� &�'��

�( '(�'(

W = mgh = �
× 	/��× h
j

m
= ���/�h

j

m

��� &�	94 'Y��-> ��-L� h ∼ ��m � ���/�h j
m

= ��/�× �

�j ,) �����( ��-(
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/
�� 3	%� |X} � HCl
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'� � &�	� 3�� '� *��� '��	%�� �	�%�� psq ��-> � ?�	( -�+�	1 � #��� ]�	��
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�$ %4�2 �(} �O8�� 'A� ?$���� �� �	
�� �� &�	� *-+�( N@8 �/�'8 �( w	('� ��� #E!�
-
M ?-+ OZ�� |&�	� 3�� stq �$ %4�2 �(} ���	"�� ](� ?$���� � |�/�� × �


��km

*��� ?-+ ���1 ?���� �� N@8 3��

�� �/P� G�A�� �� �	1 '��� �%�� pqq ��-L� ��� �@!%� �� N4�> �E���E� ��� ��D�3� |pq
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�x , x� , �xy , �xz , �
x�yzt

&� �%!U-
M &��'�[�� ��	� � -�� �� N�E�� &*�)�� 	�N R�  &� �%!U R� -
M b	!"�
�( ��� '(�'( S�( &�� &��%!U R� N��F� �� � O!U J\ Y� *-
+�( �9�@Z ��-�� ��A��(

�x+ x� − �xy + �xz − �
x�yzt

�/�-( � -+�( &���� &��'�[�� &���� -��	� �� &��%!U -
M R� *��� &��%!U e
) R� ��
�@A� �U��  &��%!U -
M '� �� *�	+ �� ��1�
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� �( *��� '�[�� �0 �U��
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*��� pv �U�� &��%!U �� R� ���@� #�� G�.	P ���'� #�-( *��� pv '(�'( ��'�[��
� ��	� � �%4� N!� ��/M �( &��%!U R� -
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√
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�

z
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��!� &���� =�� 3�E���� � ��	� � ��� �L�L> ��-�� -
���  &'@U ����@� &�� ����� ���%!�
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����@�  'F4 �'C� �( &'A� ���@� '� #�
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 � xy > 
 �� �L�L> ��-��

*��� ?-�� x�'9� ����� ��� �� �� ��� O!P���

����� "��& �� (�ab�c)� × bc�

�a�b�c� × a�
 	*� ����* ,-/ ����

(�ab�c)� × bc�

�a�b�c� × a�
=

�
�a�(b�)�c� × bc�

�a�b�c� × a�

=
�a�b�c�

�a�b�c�

=
b�c�
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�J!U I�!� �� a� ��-L� BC�� �	�( �a� + ��a�b − �
da� &��%!U �� �� 3�Y� �	�(
d'��� �	���2 #��'(�
( *-
�!A8 N(�8 r �-� '( �%!U �� '� ���'� #��'( ?�J� *�	+ �� ?-��

^G�A�	� �� � �	( -��	1 �a� ��-L� &� �%!U -
M #�� ��

�a� + ��a�b− �
da� = �a�(�+ �a�b− �
da)

�M '�� ����@� �	���2 �!+ 'D
( *�	+ �� ?��F��� �� &��%!U-
M �$ �="� &�'( &'�P�	���2 ��
��	( -��	1

�a�xy + �
xaby� − �
dxy�a� , ��x�z� + �
x�z� − �z�x�

�%!�$�� �����
^-�'��( 'D� �� �� '�� ���@� �	
��

(a+ b)(a+ b) = a� + ab+ ba+ b� = a� + �ab+ b�

#�
M �( *G��?�	!� ?��� �� ���@� � ?�'� X'� �� �J!U  &'�P�	���2 ���> ,E�'( �"
�� ��
������ *G�.	P �� ��� *  ��� '(�'( |��'�[�� �� &��-L� '� &���(} ;2'Z �� ���!� �� ����@�

*�	!� &-
( ���� '�� ��	K( ��	� �� �4J1 �	�( ��

(a+ b)� = a� + �ab+ b� &��%!U�� b	!"� O('� |p}

(a− b)� = a� − �ab+ b� &��%!U�� N��F� O('� |t}

(a+ b)� = a� + �a�b+ �ab� + b� &��%!U�� b	!"� �9E� |r}

(a− b)� = a� − �a�b+ �ab� − b� &��%!U�� N��F� �9E� |v}

a� − b� = (a− b)(a+ b) ���=� ���� |s}

a� + b� = (a+ b)(a� − ab+ b�) �� �9E� b	!"� |u}

a� − b� = (a− b)(a� + ab+ b�) �� �9E� N��F� |n}

(x+ a)(x+ b) = x� + (a+ b)x+ ab d'��� �%!U ���� |m}
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(a+ �)� = a� + �a+ 	

(x− r)� = x� − �xr + r�

(e+ �)� = e� + �e� + ��e+ �

(a− x)� = a� − �a�x+ �ax� − x�

a� − �
� = (a− �)(a+ �)

a� + �
� = (a+ �)(a� − �a+ ��)

z� − � = (z − �)(z� + �z + �)

(x+ �)(x+ �) = x� + �x+ ��

^�'( ?'/( &'@U ����@� �$ �="� &�'( ��	� �� ������ ��

����� "��& �� 	�� ���* M����/B� �  	�G��5��� m�� �� "��S5&� �� /-/ ����

x� − �xy + y�

x� − y�
× x� + x�y

x� − xy

^G�A�	� �� ������ � &'�P�	���2 �� ?��F��� �( -0�

x� − �xy + y�

x� − y�
× x� + x�y

x� − xy
=

(x− y)�

(x− y)(x+ y)
× x�(x+ y)

x(x− y)

=
(x− y)

(x+ y)
× x(x+ y)

(x− y)

= x

���>��� "��& �� 	�� ���* B-/ ����

x� − y�

x� + x�y + xy�
× x�y + x�y�

x� − y�

^G���� ������ � &'�P�	���2 �� ?��F��� �( -0�

x� − y�

x� + x�y + xy�
× x�y + x�y�

x� − y�
=

(x− y)(x� + xy + y�)

x(x� + xy + y�)
× x�y(x+ y)

(x+ y)(x− y)
= xy
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(a+ b)� = a� + �a�b+ �
a�b� + �
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 C-/ ����
�x+ �

x� + �x− �
≡ A

x− �
+

B

x+ �

^G�A�	� �� #�
M � ��2'P d'��� �'C� ���� y'Z N��� �� �� -0�
�x+ �

x� + �x− �
≡ A

x− �
+

B

x+ �

≡ Ax+ �A+Bx−B

(x− �)(x+ �)

≡ (A+B)x+ (�A−B)

x� + �x− �

'(�'( ��	4 �� �� x ���'� ��E
�� &�'( *-
+�( &��A� =�� �/��	4 ��A��( � -
���A� �/U'C�
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�A−B = �.

⇒
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A = �,
B = �.
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(a)
��xy� × (x�y�)�

�x	y�
, (b)

(�a�c)� × b�c�

��a�b�c�� × �a�b�
, (c)

��x�ty� × (t�xy�)�

��t�x�y� × (ytx)�
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(a) (x− �

�
)� , (b) (x+ �)(x� − �x+ ��) , (c) (x+ �)(x− �)
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x

�
+ �)(

x
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− �) , (e) (x− �)(x� + �x+ 	) , (f) (�x+

�

�
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(a) x� − �x , (b) y� + � , (c) x� + �x� + �x , (d) �x� − �x− ��

(e) z� − �� , (f) �x� + y� , (g) �x� + �x− � , (h) �x�y�z − 	xz
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x� − �
, (b)

x� − x

�x� − �x
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(�x� + �)(x+ �)
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x� − y�
, (e) (x+ �)� − (x− �)� , (f)

�x� − �x(y� + x)

xy

(g)
�x� + x

�y + �
xy
, (h)
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x� + �x+ �
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x� + �x
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x− �
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�√
�+ �

, (b)
�
√
�√

�−
√
�

, (c)
�

�
√
�− �

, (d)
�

(
√
�−

√
�)�

(e)
�√
x+ �

, (f)
�√

x−
√
�

, (g)
�

�
√
x+ �− �

√
x
, (h)

�

�
√
�+

�
√
�

&��6���U �( *-�A�	
( #�	��WI��1 H%Y� �� ?��F��� �( �� (a + b)	 &� �%!U�� ]A( |u
�� ]A( #�� �� I	� �$ %!U ��'� � ��+	� �� (�x + �y)	 ]A( b = �y � a = �x

�-�(��(

��A�M (�x− �z)�� ]A( �� G"
) �%!U ��'� |n



!� �$��%��& � �$��%� ��

� �����! � � ���� ���
��"�� �$ ���9� *�+� ?-+ N�E�� ����9� G�.	P -�	+ �� '(�'( G� �( &'@U ���@� �� ��8�
x &�"( 'P� �� ��� &�-� #�2��  �� y-� *-+�( ���� '���L� �1'( &�'( ��� #E!� ?-+
� �S��9� N> �( ;C( #�� �� *G�.	P �U��P� ��V�$ �� �-� #�� *�	+ ��'8'( ����9�  �'�P ��'8
��	!"� &���� � -�	+ �� '��� ����� ���%!� 'Y�� �� ?�	1�� � ?�	1 �� G����') �� �S��9���
���
���� �� ���
�� &��-9� �� ��+�-� X�	U -��	� �� ����9� R� *-
+�( �� ��	P��	P &�� X�	U

*-+�( ��+�� X�	U

*/� ��#! �� 4!�5� �����
a � -
�A� ��(�f ���'� b � a �0 �� �� �	+ �� ���( ax+ b = 
 ��	K( 3�� �U�� �$ ���9�
'F4 '(�'( ����9�  x = −� &��6���U �( *-�'��( 'D� �� �� �x + � = 
 �$ ���9� *�A�� 'F4
�$��� *��� ���� R� &���� �\L�8� 3�� �$U�� �$ ���9� '� *��� ����9� �$��� Wt ,) �	+ ��

*x = − b

a
�� �A���@� ax+ b = 
 3�� �U�� �$ ���9�

6/! ��#! �� 4!�5� �����
-
�A� ��(�f ���'� a, b, c �0 �� �� �	+ �� ���( ax� + bx + c = 
 ��	K( ����9� #��
*��� ���� �� &���� 'Y��-> I�� �$U�� �$ ���9� '� *x� − �x+ � = 
 �$ ���9� NY�  a �= 
 �
Δ = b�−�ac �( '(�'( �� �� O!9� �� ��U� ��-L� -��( �-�(� I�� �U�� ����9� &������ #�2�� &�'(

^G���0 �� ��-( '�� &�� 3	�'2 �� �� �� ���� ,`� � G�
� �-�)  ���

x� =
−b+

√
Δ

�a
, x� =

−b−√
Δ

�a

������� �5$� m�� �� �� �x� − �x− �
 = 
 F�� ���� �� $��4
  �� �-�� E-/ ����
#��'(�
( a = � , b = −� , c = −�
 G���� ����9� #�� �� -0�

Δ = b� − �ac = (−�)� − �(�)(−�
) = 	+ ��
 = ��	

^�	( -
��	1 #�
M ������ �

x� =
−(−�) +

√
��	

�× �
=
�+ ��

�
= �

x� =
−(−�) −

√
��	

�× �
=
�− ��

�
= −�/�
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!�5�� 3
 n�SB� ΔP.8 	� %$�8 �& �$��4
 U�� )�� �� ,-/ ����
���5.� n�� �� ���o
 x� � x� ,��� �-�� �� )�� ����� �-�� �� �p7�'� �$��4
 Δ > 
 Hd
���� ����9 x =

−b
�a
�� 	��	� W���� �� V�$ )�� ����� �-�� E� �p7�'� �$��4
 Δ = 
 Ha

�%.�� �
!
� �� V�$  ���� �$��4
 Δ < 
 Hj

����� ;8 �� 	�� �h��4
 .-/ �	
��

(a) �x− �� = 
 , (b) �x− �
 = x− � , (c) �x� + �x− � = 


(d) x� − �
x+ �� = 
 , (e) 	x� − � = 
 , (f) �x� + x− �
 = 


27!�5��- �����
�U��P��� R� -
+�( ]@�'� G/( < , > , ≤ , ≥ &�/��J� �� �E� ]�	� �� &'@U ���@� ��

�x− � ≤ �x+ � -
���  -
�� �� N�E��
:�4 ���@�  -�'��( ��'8 ����9��� &��'�[�� &�"( 'P� �� ��� &��-�� #�2�� �� y-�
�� �S��9��� N> &�'( *G���� �U��P��� X*� ����� �� &�-� �$�	!"� #�
M *-�0 ��-(

^G�'�P �� R!� '�� ���	�
*�	!� G� �� �2��� �� ��-L� R� ��	� �� ����9��� y'Z �� �( |p

#�� �� � �'� NL�
� '��� y'�( y'�E� �� ��	� �� �� ��'�[�� � ��-�� �S��9��� �� |t
*�	+ �� �	� '�[�� �� �-� ��J�  3�L���

�-� 'P� *�'� G�AL� &�-� '( �� � X'� �-� R� �� ��	� �� �� ����9��� R� #�2'Z |r
*-+-��	C� �	� ����9��� �/U -+�( �@Y� �-� 'P� ��� �	��� �	� ����9��� �/U -+�( �F
�

*�	+ �� �	� ����9��� �/U  G�
� ,E� �� ����9��� #�2'Z 'P� |v

����� ;8 �� �x− � > �x+ � �� $��4
�� H-/ ����

�x− � > �x+ � *N>

�x− �x > +�+ � ���� y'Z ��-�� � iM y'�( �S	/"� 3�L���

−x > +�

x < −� �	+ �� �	� �/U �F
� R� �� #�2'Z X'� �(

n*r 3�Y� ����9��� X�	U ,-/ NE+
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*(x+ �)(x+ �) ≥ x� − �x− � �� $��4
�� ;8 %.��Of
 I-/ ����

(x+ �)(x+ �) ≥ x� − �x− � G�
� �� X'� G� �� �� iM y'Z =���') �� *N>

x� + �x+ � ≥ x� − �x− �

x� + �x− x� + �x ≥ −�− � ���� y'Z ��-�� � iM y'�( �S	/"� 3�L���

�x ≥ −� G�
� �� G�AL� u '( �� #�2'Z

x ≥ −�

m*r 3�Y� ����9��� X�	U ��	!"� .-/ NE+

���F� #�� �( �/
� G�
� �� ?��F��� �/(��� _�� �� =�� �S��9� N> &�'( �E
�� &��0���
*���-� ��	/F� ����9� �� ��J� ��

8�9� :��5� �����
*��� �L�L> �-� R� �� x '�[�� &���( �0 ��J� �� �A���@�  ���@� R� ��J� �� �	D
�
P = � ��-L� x = � &�'( g	�	( *G�
� #��9� �� P = �x − � ���@� ��J� G���	1 ��
�� �F
� ��J� �� �	( -��	1 P = −� ��-L� x = 
&�'( � ��� �@Y� P ��J� � �	( -��	1
��J� *�	+ �� �F
� �� �@Y� P �� �0 &�'( �� ��� &'���L� #��9� �� y-� *-�� �� ����

^��� #�
M 3�� �U�� &��%!U ��

!�� %.B��* P = ax+ b A�� ����  ��O���� %
q .-/ ����
P = ax+ b = 
 =⇒ ax = −b =⇒ x = −b

a

x −∞ ���� �� '�EM	� −b
a

���� �� '�P�=( +∞
P a��J� x��C� 
 a��J� 72�	�

*G���� ��Y� O!!P >�	� �� S�( 3�-U *�	+ �� 'F4 P ���@� − b

a
�$��� &���( g	�	(

����� )��4B �� P = �x− � ���* %
q K-/ ����
P = �x− � = 
 =⇒ �x = � =⇒ x = �

�
*N>

x −∞ �

�
+∞

P - 
 +

*-+�( �@Y� P �A��( �� � > �

�
�	M x = � &�'( �� -�� �� ���� 3�-U



	
�
� �������� � ��� !#

���� �5���� �-�� �� 35$�8 �� P = ax� + bx+ c F�� ���� ���* %
q /-/ ����
�5��� x� � x� ��-�� �� �?�5$�8 �� �%&� a ��Y� �4*� �-��� M���� �5��� �-�� E� �� �

!%&� 	�� ����� ,1 %
q M����

x −∞ x� ���� �� #�( x� +∞
P a��J� 72�	� 
 a��J� x��C� 
 a��J� 72�	�

=%&� x� − �x+ � > 
 3>�� x �6  ���� ,M-/ ����
P = x� − �x+ � > 
 =⇒ Δ = � > 
 =⇒ x� = � , x� = �

x −∞ � � +∞
P + 
 - 
 +

=⇒ X�	U ��	!"� = (−∞,�) ∪ (�,∞)

*��� �@Y� ���@� �� ��� �>�	� N��+ �/
� X�	U ��	!"� �'��

=��� ����9 x� − �x+ 	 > 
 3>�� x �6  �	� ,,-/ ����

P = x� − �x+ 	 > 
 =⇒ Δ = −�
 < 


#��'(�
(  �	( -��	1 �@Y� ���!� � a = � ��J� 72�	� P ��J� r*r�%�� 7(��� �

X�	U ��	!"� = R

x+ �

�x− �
<
x− �

x+ �
���� ;8 �� �	�� � �� $��4
�� ,.-/ ����

x+ �

�x− �
<

x− �

x+ �
*N>

x+ �

�x− �
− x− �

x+ �
< 


(x+ �)(x+ �) − (x− �)(�x− �)

(�x− �)(x+ �)
< 


−x� + �x

�x� + x− �
< 


^G���� �'C� � ��	4 ��J� #��9� �(
P� = −x� + �x = 
 =⇒ Δ = �� =⇒ x� = 
 , x� = �

P� = �x� + x− � = 
 =⇒ Δ = 	 =⇒ x� = −� , x� =
�

�



!C �$��%��& � �$��%� ��

x −∞ −� 

�

�
� +∞

P� - | - 
 + | + 
 -

P� + 
 - | - 
 + | +

P - � + 
 - � + 
 -

=⇒ X�	U ��	!"� = (−∞,−�) ∪ (
,
�

�
) ∪ (�,∞)

*��� 7	V� W��P � #�9���  'F4 �'C� �( 'A� �'��  ��� j#�9���l 'K�C� j�l y'> ��

�x+ �

x− �
− �x

x+ �
≥ � !� 	�� � �� $��4
�� ;8 %.��Of
 ,/-/ ����

�x+ �

x− �
− �x

x+ �
≥ � *N>

�x+ �

x− �
− �x

x+ �
− � ≥ 


(�x+ �)(x+ �) − �x(x− �) − �(x− �)(x+ �)

(x− �)(x+ �)
≥ 


−�x� + 	x+ ��

(x− �)(x+ �)
≥ 


^G���� �'C� � ��	4 ��J� #��9� �(
P� = −�x� + 	x+ �� = 
 =⇒ Δ = ���

=⇒ x� =
−	+

√
���

−� , x� =
−	−

√
���

−� =⇒ x� = −� , x� = �

P� = (x− �)(x+ �) = 
 =⇒ x� = � , x� = −�
x −∞ −� −� � � ∞
P� - | - 
 + | + 
 -

P� + 
 - | - 
 + | +

P - � + 
 - � + 
 -

=⇒ X�	U ��	!"� = (−�,−�] ∪ (�,�]

�� ����9� R� y'Z R� �� �� �� &'@U ���@� R� �� ��� #�� '�5 N(�8 �.�/��� ��E�
�� �.�/� X�	U &�'( �� ���@� #�� �$ 
��� �� �	!� ?��� ��	� �� �Z'�( ��� O8�� &�����9���

*-+�@� ����� ���@� �'C� &�� ���� N��+ �.�/� X�	U �� G�'��( 'D�

����� ;8 �� 	�� �h��4
�� /-/ �	
��

(a) �x+ � ≥ x+ � , (b) (x− �)(�x− �) ≤ (x− �)(�x+ �)

(c) (�x− �)(x+ �) > �x� , (d) �x� − �x+ � ≤ (�x− �)(x− �)

(e) (x� − �)(x� + �) ≤ x� − � , (f)
�x� + x+ �

x− �
> �x− �
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NE+ �( ������� y � x �S	/"� �( ��	/"� �� � ����9� �� ��1 ?����� �� �	D
�{

ax+ by = α,
cx+ dy = β.

y � x �S	/"� &�"( ?����� �� �� &��-�� �
9� ��� 7�Z�+� X*� #�2�� y-� � ���
�� '� �� R�  y � x #�2�� &�'( �A�2�� �.�-�(� &�� _�� �( G���� �� *-

� �� a-4
,`� � ��'P �
�'8 ����9� �� �� �S	/"� �� �E� �� G�
� �� X'� ��
M &��-�� �� �� ����9�
y�'9� [��; \]� <�$ �( _�� #�� *G���0 �� ��-( �� �S	/"� � O!U �� �S��9�

*���
�S	/"� �� �E�  ����9� R� �� ?��F��� �( �-�(� �)�	9 <�$ �� ?��F��� �( '��� �+�� ��
N> ����9� ��>�'( ���'� #�-( � G�
� �� #�=���U '��� �$ ���9� �� � ��2�� &'��� �A> '( ��

*-�
�@( �� '�� 3�Y� *��'P ��

�3O��*B m�� �� 	�� "�i5&� ;8 %.��Of
 ,B-/ ����{
�x− �y = −��,
x+ �y = �.

�� &��6���U �( �� x = � − �y �� �A���@� x 3	/"� ��-L� ?����� I�� �$ ���9� �� -0�
^G���� �AC� �$ ���9�

�x− �y = −�� =⇒ �(�− �y) − �y = −��

−��y = −�	

y = �

x = �− �y =⇒ x = �

*G��A� ��	/"� -
M � ����9� -
M &�� ?����� N> �( ���8 �%�-@� _�� �( #�
h!�

�3O��*B m�� �� 	�� "�i5&� ;8 %.��Of
 ,C-/ ����{
�x+ �y + z = −�,
�x+ �y − �z = �
,
�x− y + �z = �.

&��6���U �( �� y = �x+ �z − � �� �A���@� y 3	/"� ��-L� ?����� I	� �$ ���9� �� -0�
^G�A�	� �� I�� � 3�� �$ ���9� ��

{
�x+ �(�x+ �z − �) + z = −�,
�x+ �(�x+ �z − �) − �z = �
.

⇒
{

�
x+ ��z = ��,
�x+ �z = ��.

⇒
{

x = �,
y = −�,
z = −�.
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(a) �(�a� − �a+ �) − �(�a+ a� + �)

(b) �+ (x− �)(x+ �)(x� + �)(x� + �)(x
 + �)

(c)
�x�y − ��xy

�x�z − �x�z
, (d)

x� − y�

�xy − �y�

(e) �x�y + �
x�y + ��x�y , (f)
(x+ y)�

(�x+ �y)�

(g) �+ (x− �)(x� + x� + x+ �) , (h)
a� − b�

(a� − b�)(a� + ab+ b�)

(i)
x� + �x− �

x� − �x− ��
× �x� − �x− ��

x� + �x− �
, (j)

(x� − y�)(x� + xy + y�)

�x� − �y�

(k)
(x+ y)(x� − xy)�

�x� − �xy�
× x� − x�y + xy�

x�y + xy�
, (l)

(x− �y)(x� + �xy + �y�)

x� − �y�

(m)
x� − �x+ �

x� − �x+ �
× x� + x− �


x� + �x− �
× x� + x− �

x� − x− ��

*-���0 ��-( z = −� � y = �  x = � '���L� &���( �� '�� ����@� &�-� N4�> |t

(a)
x+ y + z

x− y + z
, (b)

√
x� + y� − ��z

x+ y
, (c)

(x+ �)(y + �)(z − �)
x

y + z
+

y

x+ z
+

z

x+ y

*-�.�!� N> �� '�� �S��9� |r

(a) x� + �x− � = 
 , (b) �x� − �x+ � = 


(c) �x� + �x = 
 , (d) �x� + x− �
 = 


(e) �x� = x+ � , (f) (�x+ �)(�x+ �) = (x+ �)(�x+ �)

(g)
√
x+ � =

√
x+ � , (h) x� − x+ �− (�x− �)(x− �) + x = 


(i)
x(x− �)

x� + x
= 
 , (j) x(x+ �) − �x = x� + �x− �

(k) �
√
x+ � =

�
√
x+ � , (l) x� − �x� + �x− 	 = 


(m) x� − �x� + � = 
 , (n) x� + x� − �
x = 
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(a)
x+ �

�x− �
≥ �x+ �

x− �
, (b)

x� − �x

x� − �x− ��
< x

(c)
�

x− �
<

�

x+ �
− � , (d)

x

x+ �
− x− �

x− �
≤ �

(e)
x� − �

(x+ �)�
> � , (f)

�

x
>

�

x− �

(g)
�x� + �

(�x� + �)(x+ �)
< � , (h) �x� − �x+ � ≤ (�x− �)(x− �)

(i)
x− �

x+ �
− x+ �

x− �
≤ −� , (j) (x− �)� + �(x+ �) > (x− �)(x+ �)

*-�.�!� ��	P �� '�� &'A� ����@� �'C� |s

(a)
x+ �

�
√
x+

�
√
�

, (b)
�x

�
√
�x− �

, (c)
y√

x+ y −√
x

(d)
��√

�+
√
�+

√
�

, (e)
�

�
√
�+

�
√
�

, (f)
y − z√

x+ y −√
x+ z

x '� &���( '�� &������ �� -�(��( ��
M �� C � B � A '���L�  ��'A� �$ �="� _�� �( |u
*-
+�( ��'8'( |�� �'C� �$��� ="(}

(a)
x+ �

x� − �
≡ A

x− �
+

B

x+ �

(b)
�

x� − �x− ��
≡ A

x+ �
+

B

x− �

(c)
�x+ �

x� − �
≡ A

x− �
+

Bx+ C

x� + x+ �

(d)
�x� + �x− ��

x�(x+ �)
≡ A

x
+
B

x�
+

C

x+ �

(e)
�x+ �

x� − �x+ �
≡ A

x− �
+

B

x− �

(f)
x� + �

x� − �
≡ A

x− �
+

B

x+ �
+
Cx+D

x� + �

*-+�( I	/F� �(
√
x� + �x+ � ��-L� �/�0 &���( �� -�(��( �� �.��−x I�!� |n

*-��� I�"�� �� '�� &�� G�AL� |m

(x� + �x− �) ÷ (x− �) , (x� − �x� − �x+ ��) ÷ (x+ �)
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a+ b− x

c
+
a+ c− x

b
+
b+ c− x

a
+

�x

a+ b+ c
= �

*-�.�!� N> �� '�� &�� ?����� |pq

(a)

{
�x− �y = −�,
x+ �y = ��.

, (b)

{
�x+ �y + z = �,
x+ �y + �z = �,
�x− y − �z = �.

(c)

⎧⎪⎨
⎪⎩

�

x
+
�

y
= �,

�

x
− �

y
= −�.

, (d)

⎧⎪⎨
⎪⎩

�

�x+ �
+

�

y − �
= �,

�
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*-�.�!� �U	�

�����1 %&�� �� f(x) =
x− �

x− �
�� �
�� .-C ����

#��'(�
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 �6� ��� �@Y� 3�E���� '�� ���E���� ���> �� -0�
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Dg = D� ∩D� ,) -
� a-4 �'C� � ��	4 �� -��( x '� �E�.�"�0 �� *D� = R−{�} ��
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x(y − �) = �+ �y

x =
�+ �y

y − �
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 H 	*� 	\� ��K ,�-��� �f��^ 	G� ��	��	� g(x) � f(x) ���B �� .-C ����
����� 3?� X�� ,�-��� ��
��

�����1 %&�� �� h(x) =
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 �0 �� �� ���
*G���0 ��-( �� (x�, y�) �!/� ��$� � x = x� �!/� ���L��	� ��� I�S �!/� G��
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� �� G�AL� ?��( '�� ��/M �( �� [−�,�) �$ %4�2 �-�(� -0�
^��	4 #�-( *�	!� G���	1 G�� �� �/�0 � ?���0 ��-( �� O(�� ��-L�

[−�,−�) =⇒ [x] = −� =⇒ y = �(−�) + � = −�

[−�,
) =⇒ [x] = −� =⇒ y = �(−�) + � = −�

[
,�) =⇒ [x] = 
 =⇒ y = �(
) + � = �

[�,�) =⇒ [x] = � =⇒ y = �(�) + � = �

^�	+ �� G�� #�
M O(�� NE+�

�
x

y

.

.

.

.

.

.

. . . . . .

�� �

�� �

�� �

�� �

g(x) = �[x] + � &��%) O(�� NE+ K-C NE+
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" �/ 0��,H BC�� O���A
*�	+ �� x�'9� '�� ��	K( ->�� &� �%) O(��

u(x) =

{
� , x ≥ 
'P�

 , x < 
'P�

pq*sNE+ �� &���(�� �� O(�� #�� ���	!� *��� R�=�2 �� �����'2 &�� ?��F��� &���� O(�� #��
*-+�( �� {
,�} �0 �'( � �L�L> ��-�� I�!� O(�� #�� �$ 
��� *��� ?-+ ?��� ����

8�9� BC�� P���A
^��� '�� ��	K( � ?�	( &� ��(�� �� �9(��  ��J� O(��

sgn(x) =

{
� , x ≥ 
,
−� , x < 
.

�-� 'P� �\!%A� *-��!� �� BC�� �� �-� �0 ��J�  x -
��� �L�L> �-� '� &�'( O(�� #��
&�-� �� 'F4} �	( -��	1 −� �0 ��J� -+�( �F
� �-� 'P� � +� �0 ��J� -+�( �@Y�

*��� {−�,�} �0 �'( � �L�L> ��-�� I�!�  ��J� O(�� �$ 
��� *|G��'� �'2 �@Y�

->�� &��%) � ��J� O(�	� NE+ ,M-C NE+

����� �&� RL& � "��& �� f(x) = x.u(x− �) + �sgn(x+ �) ���B ,E-C ����

f(x) = xu(x− �) + �sgn(x+ �) *N>

= x

{
� , x− � ≥ 
,

 , x− � < 
.

+ �

{
� , x+ � ≥ 
,
−� , x+ � < 
.

=

{
x , x ≥ �,

 , x < �.

+

{
� , x ≥ −�,
−� , x < −�.

=

{ −� , x < −�,
� , −� ≤ x < �,

x+ � , x ≥ �.
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��A�M O(�� #�� �'( *G��	!� O!U d'��� �>�	� &�� �� O(�	� �� -�
� �8�

pu*s 3�Y� &���(�� �� O(�� NE+ ,,-C NE+

Q,=�#"R BC�� S���A
;��J� #�2'P 'D� �� ��-( �� �-� �0 �� �	+ �� ���( #�
M �-� R� 7%�� ?$��-�� �� 7%���-8
&���(�� �� �9(��  7%���-8 O(�� *��� | − �| = � � |�| = � �� ��	4 #�-(  G�A�	� ��

^�	+ �� x�'9� '�� ��	K( � ��� �L�L> ��-�� &��

|x| =

{
x , x ≥ 
,
−x , x < 
.

7%���-8 O(�� NE+ ,.-C NE+

�� �	+ �� BC��  x�'9� #�� �� *
√
x� = |x| �� ��� #�
M 7%�� �-8 x�'9� O8�� ��

#�
h!� *−|x| ≤ x ≤ |x| � |x�| = x� = |x|� � ?�	( �@Y� &�-�  �L�L> �-� '� 7%���-8
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^�	+ �� N4�> 7%���-8 ?$��(�� '�� e����

(�) | − a| = |a|

(�) |a− b| = |b − a|

(�) |ab| = |a|.|b|

(�)

∣∣∣a
b

∣∣∣ =
|a|
|b| , b �= 


(�) |a+ b| ≤ |a| + |b| , �Y%Y� &��A���

(�) |a− b| ≥ |a| − |b|

(�) |a| = c =⇒ a = ±c

(�) |a| < c =⇒ −c < a < c , c ≥ 


(	) |a| > c =⇒ a < −c �� a > c , c ≥ 


(�
) |x− k| < c =⇒ −c < x− k < c , c ≥ 


(��) |x− k| > c =⇒ x− k < −c �� x− k > c , c ≥ 


*��� ��'8'( =�� ��� &��A� ��J� �� ����> �� (��) �� (�) ���	�

|x− �| ≤ � �� $��4
�� ;8 %.��Of
 ,H-C ����
t �-� �( y'Z �� O!U �( �� −� ≤ x− � ≤ � G�A�	� �� S�( |m} ��4�1 7@Z -0�

*�	( -��	1 ����9��� X�	U ��	!"� [−�,�] ,) −� ≤ x ≤ � G����

|x− �| = |�x− �| �� $��4
�� ;8 %.��Of
 ,I-C ����
*-������9� &�/(�	U x = � � x = � ,) x− � = ±(�x− �)  |n} ��4�1 7@Z -0�

|x− �| + |x+ �| = � �� $��4
�� ;8 %.��Of
 ,K-C ����
^G�A�	� �� 7%���-8 x�'9� 7@Z -0�

|x− �| + |x+ �| =

{
x− � , x− � ≥ 
,
−x+ � , x− � < 
.

+

{
x+ � , x+ � ≥ 
,
−x− � , x+ � < 
.

=

{
x− � , x ≥ �,
−x+ � , x < �.

+

{
x+ � , x ≥ −�,
−x− � , x < −�.

=

{ −�x− � , x < −�,
� , −� ≤ x < �,

�x+ � , x ≥ �.

= �
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^G�
� �� �'2 ���> ��

x < −�⇒ −�x− � = �⇒ x = −�
�
< −�

−� ≤ x < �⇒ � �= � =⇒ x = −�
�
,
�

�

x ≥ �⇒ �x+ � = �⇒ x =
�

�
≥ �

� /-C �	
��

*-�.�!� BC�� �� R� '� �'( � �
��� *-�
� G�� �� '�� O(�	� |p

f(x) = sgn(x) + u(x) , g(x) = sgn(x) + xu(x+ �)

h(x) = �[x] − x+ � , i(x) = �|x− �| + �sgn(x− �) − �u(x)

j(x) = [x] − |x| , k(x) = �sgn(x− �) − �u(x+ �) + �

*-�
� N> �� '�� �S��9��� � �S��9� |t

(a) |x− �| = −� , (b)
∣∣x− �

x+ �

∣∣ = �

(c) |�x− ��| < � , (d) |x− �| = �x+ �

(e) |	− �x| = �|x− �| , (f) |�x+ �| ≥ |�x− �|

(g)
∣∣x+ �

�x

∣∣ ≥ � , (h) |x− �| ≤ |�x+ �| + �

(i) |�x− �| + |�x+ �| = � , (j) |x− �| + |�x+ �| ≥ �

0�4�4;% BC��� T �U��- BC��� �V���A
'�� Q�	1 &���� � ?-+ x�'9� f(x) = ax ��	K( �L�L> a &�'( ���	� O(�� �� �j��� O(��

*���

a� = � , a� = a , a−n =
�

an
, a

m
n = n

√
am , am.an = am+n ,

am

an
= am−n

f(x) = ex �.�!� O(��  G�
� ?��F��� e '`� �-� �� a �-� &�"( �� ��8� Q�1 ���> ��
�	
�� &UU]� ��* *���� ������� �� &�?��� &���'(��� � Q�	1 �� �	+ �� N4�>
O(�	� N��F� � b	!"� N4�> �� -
�A� �9(�	� cosh R��	('`�� �	
�A� � sinh R��	('`��

^-�	+ �� x�'9� #�
M � -�� �.�!�

sinh x =
�

�
(ex − e−x) , cosh x =

�

�
(ex + e−x)

*Rcosh = [�,+∞) � Dsinh = Dcosh = Rsinh = R �� �	!� ���'( ��	� ��
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���
#�@4 BC��� �����A

f��$�ZU �� ��@ � ��� �L�L> &�-� b �"
�� �� *x = by �E��	�( ��� y = logx
b G������ O(��

3�Y� &�'( *-+�( b �= � � ?�	( �@Y� b � x �A��( �� �%� ���> �� ?�J9(  �	+ �� ?-����

�

 = �

� ⇐⇒ log�� �

 = � , �� = �

� ⇐⇒ log� �� = �

��� = �
� ⇐⇒ log� ��� = � , ��� = �

	 ⇐⇒ log� ��� = 	

^��� '�� ��	K( �9�@Z n � �L�L> �@Y� b � a � y � x &�'( G�� ���� Q�	1

log xy = log x+ log y , log
x

y
= log x− log y , log xn = n log x

log�b = 
 , logb
b = � , blog

x
b = x

logay

bx =
y

x
loga

b , loga
b × logb

a = � , loga
b × logb

c = loga
c

&�"(  -+�( e '(�'( b �$ ��) 'P� Q�1 ���> �� *��� pq '(�'( �
9� �	+ �!� ��+	� ���) ��8�
�E
�� '( ?�J� *G�.	P �P!9? f��$�ZU �� &�k� f�� $�ZU �'�0 � y = lnx G�A�	� �� y = logx

e

�� G�.�!� '�5 -��(  �	!� 	P��( �\�-"� &'`� G�� ���� &�'( ��	� �� �� S�( Q�	1

ey ln x = xy , eln x = x , ln e = �

*��� '�� NE�( �!������ � �.�!� O(�	� ���	!� *�	+ �� ?��F��� �/�0 �� �-9�� ���	� �� �

�!������ � �.�!� O(�	� ���	!� ,/-C NE+
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logx−�
�

+ logx+�
�

= � 3�5���i$ �� $��4
 ;8 %.��Of
 .M-C ����
^G�A�	� �� G������ Q�	1 7@Z -0�

logx−�
�

+ logx+�
�

= �

log
(x−�)(x+�)

�
= �

logx�−�
�

= �

x� − � = �

x = ±�

x = �

*��� ?-+ x�'9� �@Y� ��-�� &�� G������ �'�� �A�� _'�6) N(�8 x = −� ��-L� �

=%.�6 y = � logx�−�
�x−� ���B �� �
�� .,-C ����

�x − � �= � =�� � x� − � > 
 � �x − � > 
 �A��( �� G������ x�'9� 7@Z -0�
�� �	+ �� �"��� #�
M w'+ �� #�� d�'�+� � ��J� #��9� �( *-+�(

Dy = (
�

�
,+∞) ∩

[
(−∞,−�) ∪ (�,+∞)

]
∩

[
R − {�}

]
= (�,+∞)

� B-C �	
��

*-�
� ?��� G������ Q�	1 �� ?��F��� �( �� '�� �!������ ����@� |p

(a) log
�/�

��
+� log	� + log
�

(b) log
�√
�
−� log

�
√

(��)�√
�

(c) log��� + log��� − log	�

(d) log� ��+ � log� ��− � log� ��

(e) log�
�
√
�� − � log	

�
√
�+ � log
�

�
√
���

(f) � log��� 
/

�− � log���
�
√
�


� + 	 log��

�
√

/


�

(g) log�
�
√
�

�
√
��− log�


�
√
��× �× ��

(h) log
�
√

(��)�√
�

+ log��� − log��� − log
�

'�� �!������ �S��9� N> �A(	%�� |t

(i) logx
� + logx+�

�
= � , (j) logx+�

�
− log�x+�

�
= �
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 G�� ���� �� ?��F��� N�S� �� �E� *���� �'(��� I	%� �� &���A( �� G������ -���-( �� ��� I�S
��-( &�-� �/�0 �!A8 ���1 ��	K
�� �� �� ��� ��AE� -9( �( �E�=�2 ��!� �� �$A��L�
RM	� ���A( �@A� ��	�( �� �2'P G������ �/�0 �!A8 ���1 �� ��	� �� �6�  �	( -��	1 ->��
G�� ���� *�	+ ?��F��� ���@��'� � I�8�� �� �E
�� ��-(  �'� �A��L� G� �( �� �/�0 z�=( ���A( ��
N�5 �� � ���� �'(��� ��A�� I	%� � ���
+ #���  '�	�`��� I	%�  ���0  I	"�  ��A�� I	%� ��

*G�
� �� '�5 �� �/�0 �� &'K�C�
?-/9( ��A�� �� �� �.�	
+ ��� �E��
M ��� _	P ���	��U �� �	4 d�� &�'"� ��D�3�
�-4 -��A( 7(��� _�'� #�� � ?��� ���� _�'� ��	4� '(�'( �� ��!4 ?$�') �0 ���� � ��+��
���A( �	P��	P ����-��U �� �	4 B�C�� GA���E� ��� *-�� �� =[� �( � ?-+ ���	� �( N�-@�
��� �
−�� ��-> ��	4 �-+ R� �� ��A�� �.�	
+ �$ ����0 *���� �	4 �-+ � ,���'2 �(
�-+ �( =�� �.�	
+ &�'( �-4 -��A( &S�( -> � ?��� &�� =�'� pqqq �� O('� '�!����� '(
�� � -+�( �� =�'� tqqqq �� tq #�(  3	!9� ��A�� R� �.�	
+ ?$'�AP *���� ���A( �	4

*��� ���'� �� '���( ���� &�'( S\ 	!9� -��A( &S�( ->  ��'F� �-+ R�
N(��� O8�� �� � G�
� �� ?��F��� |db} 0� �+� �� x%�C� ��	4� �-+ #�( �$A��L� &�'(

^��� #�
M I �	4 �-+ 3	�'2 *�-4 G"> '��[� &�'( ��� &->��

I(db) = �
 log��
I

I�

�

−��} =�'� pqqq �� �.�	
+ �$ ����0 I� � O('� '�!����� '( ��� �A> '( �	4 �-+ I ��

*��� |O('� '�!����� '( ���

���J ;� 3&� P.8	� �� ��� M���� 3>���� ���5&1  ��.
 ��< ��� 	G� ..-C ����
���5&1 ��� 	��	� ,��O�
 E� � 	��	� dbb  �0B�� �� 	[��5
 ;� 3&�  ����	B )��v�� �����

���>��� �*&�/
 ��
�����0 �-+ '(�'( pqq ��	4 &�'( � I = �
 log��

I�
I�

= 
 �.�	
+ �$ ����0 &�'( -0�
3��9� �����0 �-+ '(�'( �	�%�� R� ��	4 �-+ *��� I = �
 log��

���I�
I�

= �
db

I = �
 log��
�





I�

I�
= �
 log�� �


� = �
db

*���
��A�� #�.�) &��-��A( �� ��� ��� N( ��� p �\@�'L� �	4 �� �-+ �� yJ�1� -
M'�
��A>� �� N( ��� q�s yJ�1� �� S�( &��-��A( �� � N( ��� p�s yJ�1� �� ��� ���8

^-�� �� ���� �� ��	4 &����'� �@�'L� ��-> '�� 3�-U *-��!�
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�

� �.�	
+ �����0 


�

� ���� J��� a��� �


�

� #!��� a���  G�J� �%�1 �L��	� �


�

� 	��FP �


�


 -
%( &�-4 �( 	����  �J� ���'
C� �


�

��  �.�	
+ �( ���0 �



R��=� �M�+�!� &�'( '�A��� �9�8 #�'�-
%(
�


�� ��� �����0 ��


�

�� -�-+ ��� ��


�

�� ��!4 ?�') �-+ ?��) ��


#�9� -��A( R� �� *-���� �	4 �-+ �E��	�	�=�2 ��A>� ��	� �� �� �	4 &-
%(
�M =�'� vqqqq -��A( �( �	4 R� �� �A�� G/� *�	+ �� ��A>� '�-
%(  '�-�-+ �	4
�A�� ��A> -��A( #�� �( ��A�� _	P � -+ -��	C� ��A>� -
%( ��	4 ��	
9( �'�� ���� ��-+
&��-��A( �� � x%�C� &�/�-+ �� �	4 d�� ���"�0 �� *�	+ ��� �@� ��� #E!� �M'P�
���9� #�� � -�'�P �� '4 R� '(�'( =�'� pqqq �� �� d�� ���9� ��� ���F�� ���A(  �	P��	P
�A>'( �-+ �( ��� '(�'( �	2 �A>'( &-
%( �6� ��� -��A( #�� �� N( ��� ��-L� ��!� '(�'(
�9(�� ��	
9( �	2 �A> '( �	4 &-
%( ���	!� pv*sNE+ �� *=�'� pqqq -��A( �� N( ���
uq �-+ �� =�� �-�
+ N(�8 '�� �>�	� *��� N( ��� uq �� �@f �-+ � ?-+ '�5 -��A( ��

*��� ?-+ ?-�"
� N( ���

�( ��	4 O@
� R� &�'( -��A( �� �9(�� ��	
9( �	2 �A>'( �-4 &-
%( ���	!� ,B-C NE+
�(�f �-+
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'( ��� �
−�� ���-����� ��	
9( �� ��� =�'� pqqq �� �.�	
+ ��'� �����0 'F4 &�� N( ���
'��
�� #��'(�
( � ��� �����0 ��'� '(�'( �
�� �� �
�� ��� ��'� *��� ?-+ ��2'�6) O('� '�!�����
��} N( ��� pqq �� vq #�( w�@��� &�'( #!�� �	4 �-+ *��� N( ��� prq �� ptq �(

*��� |�
��I� �� �
�I�
*��� #��� #�'�� &�� ��S �� ?-+ ?'�15 &�'�� �-+ ���0 N4�> ��=�� ��+��L O!�3�
��@��� �( *���� �0 �$ 
��� � ��=�� �$!�M'� � �	��� �( ���A( ��>�� '� �� ��=�� b	8� �-+

*�'� �(��� �� �� ��=�� �	��� N� =�� � �
���  ��=�� �$ %��	( ?-+ ���0 &�'�� ��	� �� �!������
&�P�=( *�	!� �A��L� '��-E� �( �� �� ?�'� #��� �@A� �	�( ��	� �� ��=�� &�P�=( 7�'Z ��
��� ���
�� ?�'� #��� �$!�M �� ?-+��� &�'�� �( � ��� &�-� � �!� ��	/F� ?�'� #���
]�	� ��( #���� �P�=( I	/F� *���-� ���A( ?-+ ?-���� �$�L� �� ?� '� �$!�M �$ %4�2 �( ���
�$ 
��� 'Y��-> G������ �� �A���@� �� -+ ��'� *Ipors �� �'���� =���M �.�E�'�0 ��
+?�'�
=�'� &'��	%�� pqq �$ %4�2 �� ���� ?�'� R� &�� �� '�!�%�� �� ��'E�� �A>'( #��� _�9���

�0 7@Z *-+�( ?-+ �@f #��� ���

M = log��AMax − log��A� = log��

(
AMax

A�

)
�@f �	� �$ 
��� N8�-> A� � ���� ?�'� &�� ?-+ �@f �	� �$ 
��� 'Y��-> AMax ��(�� #�� ��
&�P�=( ��(�� #�� 7@Z *��� #��� ��� =�'� &'��	%�� pqq �$ %4�2 �� ���� ?�'� ]�	� ?-+
]�	� '���� t �� ;�( &�� ?�'� #��� S\ 	!9� *-+�( =�� �F
� ��> �� 'F4 -��	� �� ?�'� #���
�@f ��/U &�U ��� �� '���� o �� ;�( ?�'� #��� ��� �	
��� � ��� ��A>� N(�8 ��A��

*��� ?-��

�� �
�� � 	5��O�
 db A��4
 ��i� "�	$ E�  �� )�
� m�4B�� �� �
�� 	l���8 	G� ./-C ����
 �"�	$ )�
� V�
 	G� ����� )��4B �� "�	$ )�
� )��  �G�X� M���� �
−�m 	S< "��	$ )�
�
(log�

��
= 
/�
�) =%&� 	5-�� ��6 A��4
 "�	$ )�� ���� 	5��O�
 Q �� �
��  ���� "�i5&�  ��

s �$ 
��� �( ?$� '� � '���� M = log��

(
��

−�

��−�

)
= � 3��9� 'F4 ?$�'� #��� &�P�=( -0�

3��9� '�!�%��

M = log��

(
�× �


−�

�
−�

)
= log���� = �− log��� = �/�

*�	( -��	1 '����
�� ?��F��� �( ��	� �� �%!U �0 �� G�	+ �� �U�	� G�� ���� �( ����( ��="� �!�+ �� ���!L�
���'� ��	� �� �0 �� ?��F��� �( �� N�	�W&�(� �$ ���9� � P O(�	�  pH &'�P ?��-�� �� G�� ����

*�	!� ?��+�  �'� �@��� �/�0 ?$��-�� #������ � ��( 7�'Z �� �� �� �	� ����92
Richter�
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^�	+ �� x�'9� #�
M � ?�'� ���( pH ���L� ���� '( �� 3	%� R� �� H+(aq) �D%�

pH = − log��[H
+]

�( '(�'( =�� OH �D%� ,) ��� �Y
1 � ?-+ x�'9� n '(�'( X0 pH ��-L� �'F��) �	�(
� ?�	( − log��[OH

−]

p(H�O) = pH + pOH = ��

*��'P �� ���( pv �� n �� ����( � n �� p #�( ��-��� pH ��-L� ��	���0 I	/F� ��

[OH−] %\O` MA�O/
 pH ���7
 ���� �
−� 	��	� 3$�O/
 [H+]%\O` 	G� .B-C ����
������� �� A�O/
 pOH X�� �

�	M -0�

pH = − log��[H
+] = − log�� �


−� = �

*�	( -��	1 �

−	 '(�'( [OH−] �D%� � pOH = 	 ,) pH + pOH = �� ���"�0 �� �

�� [OH−] = �

−� %&�  �'  ��� �� NaOH 3$�
 F��?� A�O/
  �	� .C-C ����

	��	� ��oC �� A�O/
 E� pOH � pH U���
 ,�6 � pOH = − log��[OH
−] = � �����

�pH = �� �o$ %&� dw
�( �%4�2 #�� ���
� � #��� �� ��P���� �$ %4�2 &'�P ?��-�� �/U ���
+'�1� �� �����
��P���� ��� ���8 ��A�� G�M �� G���� �� *�	+ �� ��2'P ?'/( G�� ���� �� �/�0 �.�
+�� ��-L�
���F�� ���A( ?���� �.�
+�� 7%�� �-8 �( &'��� �-8 #�� �\!%A� � -
�@( �� ;+ 'Y��-> �-8 �(
� m &'��� �-8 �( &�?���� &�'( *-��� -��	1 'D
( '�	� G� -+�( '���� ?���� �M'� � ���

^����'F!E> '�� �$�(�� M 7%�� �-8

M −m = � log��
�
Pc

d

�( �E� �� ?���� �� &�'( #�
M G� *��� R���) �A>'( �� �� ?���� &'��� �$ %4�2 d ��
�� '�� �$�(�� �A��L� �/U ��	� �� ��� m� �-8 �� I� �-+ �( &'��� � m� �-8 �� I� �-+

^�'( ��E(

m� −m� = �/� log��
I�
I�
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%��
 ���9�<� 3v��� abb x�?.OB �� ,��B 3
 �� �� 3��G��5& )�	5S�4^ .E-C ����
�-6 �� 	��	� ��6 x�?.OB )�� ���� ajkQ ���8  ��'  ���� %�	G R? ���	S�$�� ��
�$�J

�%&� 	5&�.8 yO.
	�`
� ?�	( m = � ��	!9� G�M &�'( -0�

��/�− � = �/� log��
I�
I�

⇒ I�
I�

= �

�

*��� '���A> ��	!9� G�M �� ��( �	�%�� pq {	EA%� #�� �
9�

)��� "���5& )�$�� ;�0& � rdkw ��' �� ,��&1 "��5& )�	B 3����� 3����  �	4� .H-C ����
=%&� ;�0& "���5& 	��	� ��6 3����  �	4� 3G��-9�� ��� �%&� rbkg ��' �� ,1 �� RJ

−�/�− (−
/�) = �/� log��
I�
I�

⇒ I�
I�

= 
/��⇒ I� = 
/��I� -0�

�� 	�\� "��5& E� ��' �� �8�� E� I��� M3$� ���.� 3*�	7B �� �� ���� ,�-� .I-C ����
�%.�1 ��� ��� �� I��X�� ��� akQ

-0�

m− �−m = �/� log��
I�
I�

⇒ I�
I�

= �

− �

� =
�

�
√
�
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*I� = �/�I� �"��� �� �

"�����- 4��5� ��2
&�'�) �.�!� O(�� �� ���
+ �9��U � �9�@Z &�� ��	!� �� &���A(  G�� ���� �'(���') O(�� -
���
���� �E�=�2 N.�A� �� &���A( �$ 9���� �� �.�!� � �!������ O(�	� *��9!U -+� -
��� -

� ��
��1�
+ #��� &�� ��	!� �� ?-�0 ��-( I�8�� &�?�'�AP �	�( =�� ���
+ #��� �� *-�	+ ��
-+� #�@� �� N(t) = N�e

rt NY� -�'�P �� ?'/( �0 �� � ?-+ X	A� �.�!� �9(�� �%�A2 �
;C( �� �� �.�� ��	!� *��� t ���� �+6P �A>'( 3��� ?$-
�-���� �� N(t) = N�e

−rt �
*�'� G���	1 '�5 v*v*pp � p*v*pp&��

&���A( �� -+ �'U� -
�+�� ��1 &� ��(�� G� �( �� '�[�� �� &�� r*v;C( �� �h�0 -
���
�KC�� ��1 �$�(�� G� �( y � x '�[�� �� �� �	+ �� ?-�� ���������0 � �%!� ���	� ��
� x '�[�� �� '� �� � �E� �� -�� �� ���� ;����0 �� N4�> ��-�� ���	� ��	�
�� �� *-���-�
�( *�	!� ��"�� �
�9� 3	�'2 �-�0 #�( ��	� �� � ��+�� ��1 &� ��(��  �!������ ����L� �( y

*G�.	P ����$�ZU ��!� $*��� '��� '�[�� G�� ���� � '�[�� R� �� N4�> ���	!�
^G�'�P�� G������ #�2'Z �� q > 
 � a > 
 w'+ �( � ��2'P 'D� �� �� y = aqx �.�!� O(��

log y = log a+ x log q
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pq ���) �� �\�U'� ��� -+�( -��	� �� |p ="(} ��@Y� ?�	C�� �-� '� G������ �$ ��) �"
�� ��
��1 &���	!� Y = mx + h �!������ �!�� ���	!� Y = log y �'2 �( *G�
� �� ?��F���
'���L� ��8� N!� �� *�A�0 Ǳ�-@� �� �'� h = log a � ]1 ��+ m = log q �� �	( -��	1
G���	1 _��'( �� �!������ �!�� ���	!� Y = log(y + k) -
��� ��'2 �( ��� �F
� �� 'F4 y

*|��� �@Y� &�-� k} ���

3��&	B �� �%&� "�� �5��� 	�� A��� �� 3�	�B I��
�1 E� �� ;<�8 	���7
 .K-C ����
���>��� ���1	� �� ,1 � �5��� ���� ���7
 �� )�� )�� 3>��� ��f��� ���� ,�-� 3�5���i$ ����

x 3	%� (mgr) �/� �/� �/� �/� �/� �/� �/�

y �L�8� (min) 
 
/�� �/� �
/� ��/� ��
 �	�

�( *�A�� ��1 '�[�� �� �$�(�� �� -�� �� ���� I�� '�� �� '���L� ���� -+� �	U� -0�
^G��� �� '��[� '�� ��	K( �� �� ?��� 3�-U Y = log(y + �) �'2

x �/� �/� �/� �/� �/� �/� �/�

Y 
 
/���� 
/��	� �/��
� �/���
 �/��	� �/����

��	K( _��'( ]1 � ?��� _��'( r*v;C( &	��� 7@Z �� N4�> w�L�

Y = 
/����x− 
/�
��

#�
h!� *��� ps*sNE�( _��'( ]1 � �!������ �!�� ���	!� *-�0 �� ��-(

log(y + �) = 
/����x− 
/�
��

*���� ?��� #�� ;��!� &�'( �.�!� &	��� #�'�/( y = 
/����e�/��x − � #��'(�
( �

�0 �� N4�> _��'( �1 � to*s 3�Y� ;����0 e���� �!������ �!�� ���	!� ,C-C NE+
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 �!������ ����L� �( y � x '�[�� �� '� �� -�� �� ���� ;����0 �� N4�> e���� ���P
O(�� *G�.	P log− log $*��� �� W���� f��$�ZU $*��� N4�> ���	!� �( *-���� ��1 &���(��

^G�'�P �� G������ �0 #�2'Z �� a > 
 w'+ �( � ��2'P 'D� �� �� y = axm

log y = log a+m log x

Y = log y � X = log x �'2 �( � ��2'P 'D� �� pq �\�U'� �� G�� ���� �$ ��) =�� �"
�� ��
?�'� G�� �F4 �� h = log a Ǳ�-@� �� �'� � m ��+ �( �� Y = mX + h ��1 O(��
-
��� �.�/�'2 �( |k 'Y��->} �F
� �� 'F4 y �� x '���L� &�'( *��� log− log &���	!� ��
G���	1 _��'( �� �� ?��� � ��1�� �� log− log ���	!� Y = log(y + k) �� � X = log(x+ k)

*���

 	�G "����� ������ ���G��6 ���
 �� ,����  �	� "�� e	�
  _	�� ��D�3� /M-C ����
(
J

g.km
) 	5
�O�� d �� ,�� ,�� �� F	G E� ;�8  �	� 3�	�
  _	�� E �����	� �%&� "��

�� log− log ������ �%&� "�
1 %&�� 	�� 3�	�B  �� "��� ����� (gr) ����� ,�� ,�� M �
����� m��	� ,1 �� �� 35&�� (9 � "���� ��&	B

E(
J

g.km
) M(g) �	��U

�� �� -�F� _	�
�� ��� �
��� X�"
�
�� ��� -�F� �.�'4 _	�
�/� �/�× �


� |RM	�} ��
�/	 �/�× �


� |z�=(} ��
�/� �/	× �


� -
F�	P

/�� �/�× �


� ���

y = logE
��

� x = logM
��

'���L� '�� 3�-U �� � ��2'P G�� ���� M � E &�� �	�� �� -0�
^G����+	� ��

x �/��� �/��� �/��� �/��� �/��� �/�	� �/���

y �/��� �/��� �/��� 
/��� 
/�	� 
/��
 −
/�
�

���	!� *��� y = −
/��	x+ �/�� �$ ���9!( _��'( ]1 � ?��� _��'( �� 3�-U w�L�
#�
h!� *��� ?-+ G�� pu*sNE�( _��'( ]1 � log− log

logE
�� = −
/��	 logM

�� +�/��
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�

logE

�� = �

−�/��	 logM

�� × �

�/�


*���� ?��� #�� ;��!� &�'( 	��� #�'�/( E =
�	
/��

M�/��	
�"��� �� �

�0 _��'( �1 � S�( 3�Y� ;����0 e���� �� x��<� G������ ���	!� ,E-C NE+

-�)!�1 C-C �	
��

�-�
� ���( &� ��(�� '�� O(�	� &�'( |p

f = {(�,
/�), (�,�), (�,�/�), (�,�), (�,�/�), · · ·}
g = {(�,�), (�,�), (�,��), (�,��), (�,�
), · · ·}
h = {(�,
), (�,−�), (�,−�), (�,−�), (�,−�), · · ·}

*-���0 ��-( �� '�� O(�	� �$ 
��� |t

f = {(
,
), (�,
), (�,
), (�,
), (�,
), · · ·}

g(x) = �+
�

x�
, h(x) =

√
�

�− x

i(x) =

√
x+ �

x
, j(x) = � logx�−�

x−�

k(x) =
√

(x− �)� +
√−x , l(x) =

√
x� − 	√
x− �

m(x) =
√
x.

√
x� + �x+ � , n(x) =

√
x+ log	−x�

x+�

o(x) = ln
x− �

�x+ �
, p(x) =

e
√

x

e
√

x − �

q(x) = log
�x

x+�√
�−x

, r(x) = ln(��− x�)
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*-�
� G�� '��� &�/+�� �� �(�� ��L� �( �� '�� O(�	� |r

(a) y = �− x� , (b) y = �x� + �x− �

(c) y = x� + �x− � , (d) y = x� + x− �

(e) y = sgn(x+ �) + �u(x) , (f) y = sgn(x) − u(x− �)

(g) y = [x] + x� + � , (h) y = �sgn(x− �) − �u(x) + �

(i) y = ln |x| , (j) y = �|x| + xsgn(x) + u(x+ �)

(k) y = x− [x] , (l) y = �

[
x

�

]
− �

(m) y =

{
x� , x ≤ 
,
x+ � , x > 
.

+

{
x− � , x ≤ �,

�− x� , x > �.

(n) y =

⎧⎪⎨
⎪⎩

√−x , x < −�,
�

x
,−� ≤ x < 
,

x� , x ≥ 
.

×
{

x , x ≤ �,
�√
x

, x > �.

*-�.�!� BC�� �� '�� O(�	� �'( |v

f(x) =
�x

x+ �
, g(x) = �x� + x− �
 , h(x) = �x� + x�

i(x) =
�
√
x− �√
x− �

, j(x) = �
√
x+ �x+ � , k(x) =

x�

x� + �

�-
���A� g(x) =
√
x
√
x � f(x) = x O(�	� ��0 |s

*-�(��( �� y = �− e−x � y = ex − � &�� �

� �8J� �$�L� |u

*-�
� �-�) �� y = x ln x � y =
lnx

�x
�

� �� ��	1'( N� |n

� log�a �� log�a -�'�P�=( I�-� |m

*loga
b =

ln a

ln b
-�
� �(�f |o

-���0 ��-( �� '�� ����@� ��-L� log�
��

= 
/� � log�
��

= 
/� G���-( 'P� |pq

log���� , log
��� , log������ , log������ , log������

�log
	/




��-L� �A(	%�� log�

��
= b � log�

��
= a G���-( 'P� |pp
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*eln x = x -�
� �(�f �@Y� &��−x &�'( |pt

*ln ex = x -�
� �(�f �L�L> &�� x �$!� &�'( |pr

*-�
� N> �� '�� �S��9��� � �S��9� |pv

(a) |x+ �| = � , (b) |x− �| ≥ �

(c) |�x− �| > �− x , (d) |x− �| ≤ �x

(e) |x+ �| ≤ |x− �| , (f) |x− �| = �x+ �

(g)
∣∣∣x+ �

x

∣∣ ≥ x , (h)
∣∣∣x+ �

�x

∣∣∣ < �

(i) x� < |�x− �| , (j)

∣∣∣|x+ �| − �

∣∣∣ > �

(k) |x− �| + |x+ �| = � , (l) |�x+ �| − |x− �| = �

(m) |x− �| + |�x+ �| ≥ � , (n) |x− �| + |x+ �| + |�x| = �

(o) ��
x + ��

x = �× �
x , (p)

�

x
√
�

+
�

x
√
�

=
�

x
√
	

(q) � logx
� + logx�−�

�
= � , (r) logx+�

�
− log�x+�

�
= �

(s) �
x−� + �

x+� = �
 , (t) log�(x+ �) + log�(x+ �) = �

(u) log� log� log� x = � , (v) logx

x� + �

x+ �
= �

(w) x� + |x| = �� , (x)
∣∣∣|x+ �| − �

∣∣∣ = �

(y) [x− �] = � , (z) �[x] + � < �[x] − �

(α) �e�x−� = �
 , (β) ex ln � = ���

(γ) �
x ln � = eeln �

, (δ) e� ln � = �
x+ ln
∣∣�− ln�

∣∣

*�A�M f(f(f(�))) � f(f(�)) � f(�) '���L� f(x) =
x

x+ �
'P� |ps

*-�(��( �� '�� &��?����� X�	U |pu

(a)

{
ln x− ln y = �

�x− y + � = �e.
, (b)

{
ln x− ln y = �

�x− y = �(e− �).

*sgn(x) =
|x|
x

-�
� �(�f |pn
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b
N(�L� �( ���"� O%� cot θ =

b

a
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!��5.� )��6 ���G��06  �05*.� 	�� zOl
 �� .-E ����

sin θ =
�

�
, cos θ =

�

�
, tan θ =

�

�
, cot θ =

�

�

s � v � r bJ�� �( �Y%Y� �� ���Y%Y� &�� �@A� B-E NE+

�� �� �/�0 �� �� ���0 ��-( ��	� �� �� ���Y%Y� &�/�@A� '���L�  ?��� �.�/+�� �� ?��F��� �(
*G�
� �� '�5 '�� 3�-U

����� 
 �
 �� �
 	
 ��
 ��
 ��


sin 

�

�

√
�

�

√
�

�
� 
 −� 


cos �

√
�

�

√
�

�

�

�

 −� 
 �

tan 


√
�

�
�

√
� ∞ 
 ∞ 


cot ∞
√
� �

√
�

�

 ∞ 
 ∞

��	� � 3�E���� ?�'!/( �%4� N!� ��/M �( ���Y%Y� &�/�@A� ���'�  � �S)S� 8$�9� �� �	D
�
���Y%Y� &�/�@A� �� ���Y%Y� ���@� -+ �� N�E�� ��'�[�� �� �� &'@U ����@� -
��� *���
�� ��	� �� ��� I	�'�  ���Y%Y� �@A� &�� ��	� ������'8 &�"( �E
�� :��	� *�	+ �� N�E��

*cos� �
 -
A�	� ��
(
cos�


)� &�"( 3�Y� &�'(  -
�� �� ��'8 ����� � ���Y%Y� �@A� #�(

� � sin��+ �[cos�
]� 3B�lOl
 ����* ���7
 Mh�� A��� 	���7
 �� "��S5&� �� /-E ����
����� :�.8 �� tan�
 sin�
− [sin�
]�

^��� #�
M X�	U -0�

� sin��+ � cos� �
 = �

√
�

�
+ �(

√
�

�
)� =

√
�+ �(

�

�
) =

√
�+ �

tan�
 sin�
− sin� �
 =

√
�

�
×

√
�

�
− (

�

�
)� =

�

�
− �

�
=
�

�

��J� �� -�
� �8� � ?�	!� �@��� �� '���L� a	2 3�-U �� -+�( 3�� O(� �� ��!� &�/��� 'P�
�� -�� �F%�C� ���J� &���� ���Y%Y� &�/�@A�  �� O(� '��� &�'( *-+�( �� �@Y� �/�@A� �$!�

^-��?-+ �4J1 '�� 3�-U ��
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O(� I II III IV

sin + + - -

cos + - - +

tan + - + -

cot + - + -

'�� 3�E+� ]�	� �� ?-�0 ��-( �� O(� '��� �� ���Y%Y� &�/�@A� ��J�  3�-U #�� ��
^-�� ?-+ N4�>

�� O(� '��� �� ���Y%Y� &�� �@A� C-E NE+

I�� O(� I	� O(� I��/M O(�
x < 
 , y > 
 x < 
 , y < 
 x > 
 , y < 


sin(π − θ) = sin θ sin(π + θ) = − sin θ sin(�π − θ) = − sin θ

cos(π − θ) = − cos θ cos(π + θ) = − cos θ cos(�π − θ) = cos θ

tan(π − θ) = − tan θ tan(π + θ) = tan θ tan(�π − θ) = − tan θ

cot(π − θ) = − cot θ cot(π + θ) = cot θ cot(�π − θ) = − cot θ

������� �� sin��
 cos��
 ���* ���7
 B-E ����

sin��
 cos��
 = sin(��
+ �
) cos(��
− �
) *N>

= − sin�
 cos�


= −
√
�

�
×

√
�

�

= −�
�
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sin��


cos�

+ tan���
����� :�.8 �� ;��7
 ���* ���7
 C-E ����

sin��


cos�

+ tan���
=

sin(��
+ �
)

cos(��
− �
) + tan(��
+ ��)
*N>

=
− sin�


+cos�
+ tan��

=
− �

�

+ �

�
+ �

= −�
�

���2� N�5 7(��� ,`� � ?���0 ��-( �� �%4� ����� �-�(�  N��� ��-E� �� '�P�=( &����� &�'(
^G�
� ��

sin(n× ��
+ θ) = sin(�πn+ θ) = sin θ

cos(n× ��
+ θ) = cos(�πn+ θ) = cos θ

tan(n× ��
+ θ) = tan(�πn+ θ) = tan θ

cot(n× ��
+ θ) = cot(�πn+ θ) = cot θ

-�	+ �� O8�� I��/M O(� �� �� �F
� &����� &�'( #�
h!� *��� N��� &����� ��-9� n ��
^-

�
M �� �@A�

sin(−θ) = − sin θ

cos(−θ) = cos θ

tan(−θ) = − tan θ

cot(−θ) = − cot θ

������� �� tan���
+ � cos��	
 ���* ���7
 E-E ����

tan(�× ��
+ ��
) + � cos(�× ��
+ ��
) *N>

= tan(��
+ �
) + � cos(��
− �
)

= tan�
− � cos�


=
√
�− �

√
�

�

=
√
�−

√
�

= 




������ 7 ��� Y\

=%.�6 sin(θ − �π) ���7
 ;<�8 H-E ����

sin(θ − �π) = − sin(�π − θ) *N>

= − sin(�π + π − θ)

= − sin(π − θ)

= − sin θ

�������� P.8	� "�� 	�D  ����� ������� �� 	�� 3B�lOl
 ����* �� F��� 	� ;<�8 .-E �	
��

(a) sin�� cos�
+ sin�
 cos�� , (b) � sin�
 cos�
+ (� tan�
)�

(c) � sin��
 tan��
+ cot��
 , (d) (�+ tan� ��
) cos� ��


(e)
� sin��
+ cos��


� cot���− tan���
, (f)

cos��
+ � sin��


sin��
+ cos��


(g) � sin����− � cos���� , (h) � tan����− cot����− cos��	�

(i)
� sin��	�+ � cos����

� sin���
− � tan��
�
, (j)

tan(���
)− cos(−��

)

sin(−��	
) + tan(−���
)

���X,X� ZC�/ # ����N

����=�� G.�8 H%Y� R� �� c � b � a bJ�� #�( ��(�� � 7@Z ���Y%Y� &�/�@A� �� �"�0 ��
�� G�-�� J\ Y� *-

� �� ��'8'( ����� ��(�� � G� �( �	1 �/�@A� #��  |t*u;C(} -+ x�'9�
��(�� � #�
M *�	( -��	1 tan θ. cot θ =

a

b
× b

a
= � #��'(�
( � cot θ =

b

a
� tan θ =

a

b
#�( �%4� ](�� � *���0 ��-( ���P��/M &�/�@A� '���L� #�( 7*lU� �$ ���� '� &�'( ��	� �� ��

^��� '�� ��	K( x �$ ���� &�� ���Y%Y� &�/�@A�

sin� x+ cos� x = � , sin� x = �− cos� x , cos� x = �− sin� x

tanx =
sin x

cos x
, tan x =

�

cot x
, �+ tan� x =

�

cos� x

cot x =
cos x

sin x
, cot x =

�

tan x
, �+ cot� x =

�

sin� x

tanx. cot x = � , secx =
�

cos x
, csc x =

�

sin x

sin x = ±
√
�− cos� x , sin x = ± tan x√

�+ tan� x
, sin x = ± �√

�+ cot� x

cos x = ±
√
�− sin� x , cos x = ± �√

�+ tan� x
, cos x = ± cot x√

�+ cot� x
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�	+ ��'8'(  �	+ �� ��+�6P �0 '�[�� &�"( �� &'���L� O�!U &���( ���Y%Y� ���@� R� ?�P'�
w�@��� �� -�� ���Y%Y� &������ ��!� S�( ���Y%Y� ����@� *G���� � �S)S� ��� * �� ���@� �0
'���  �/�@A� �� �E� #�+�� �( ��	� �� w�@��� #�� �� ?��F��� �( *-

� �� ���( �� �� �@A� #�(

*��� �2�� ��!� &�/��� #�A��� �/
�  b	�	� #�� �� � �2�� �� �/�@A�

3B�lOl
  �05*.� 	��& %.��Of
 ���� F�& ��� �� ,���  �05�� � sin x =
−�
�
	G� I-E ����

�x �� ����
�/�@A� #�( ](�� � �� ?��F��� �( *�	( -
��	1 �@Y� cot � tan � �F
� cos I	� O(� �� -0�

G�A�	� ��

cos x = −
√
�− sin� x = −

√
�− (

−�
�

)� = −
√
�− ��

��
= −�

�

tan x =
sin x

cosx
=

−�
�

−�
�

=
�

�

cot x =
�

tan x
=
�

�

�

=
�

�

����� "��& �� sin x (tanx+ cot x) ���* K-E ����

sin x(tanx+ cot x) = sin x
(

sin x

cosx
+

cosx

sin x

)
*N>

= sin x
(

sin� x+ cos� x

cos x sin x

)
= sin x

(
�

cosx sin x

)
=

�

cosx

����� "��& �� sin� x cos� x(�+ tan� x+ cot� x) ���* ,M-E ����

sin� x cos� x(�+ tan� x+ cot� x) = sin� x cos� x(�+ tan� x+ �+ cot� x)

= sin� x cos� x
(

�

cos� x
+

�

sin� x

)
= sin� x cos� x

(
sin� x+ cos� x

cos� x sin� x

)
= sin� x cos� x

(
�

cos� x sin� x

)
= �



������ 7 ��� Y�

� /-E �	
��

���Y%Y� &�/�@A� '��� �A(	%��  -+�( I�� O(� �� ��!� &�/��� � cos x = −�
�

'P� |p
*x �$ ����

x �$ ���� ���Y%Y� &�/�@A� '���  -+�( I��/M O(� �� ��!� &�/��� � tan x = − �√
�

'P� |t
*-�(��( ��

*-�
� ?��� �� '�� ���Y%Y� ����@� |r

(a) (cos θ. tan θ)� + (sin θ. cot θ)� , (b)
(�+ tan x)(�− cot x)

(�+ cot x)(�− tan x)

(c)
tan x

sin x cos� x(�+ tan� x)
, (d)

(
sin θ

tan θ

)�

+
(

cos θ

cot θ

)�
(e)

sin� x− cos� x− �

cot� x
, (f)

sin t

�+ cos t
+
�+ cos t

sin t

�
/� /! ����� ���X,X� 0�Y�1&- ����N
^-
�A� #�
M b � a ?�	C�� ��!� �� N��F� � b	!"� &�/�@A� '���L�

sin(a+ b) = sin a cos b+ cos a sin b , sin(a− b) = sin a cos b− cos a sin b

cos(a+ b) = cos a cos b− sin a sin b , cos(a− b) = cos a cos b+ sin a sin b

tan(a+ b) =
tan a+ tan b

�− tan a tan b
, tan(a− b) =

tan a− tan b

�+ tan a tan b

cot(a+ b) =
cot a cot b− �

cot a+ cot b
, cot(a− b) =

cot a cot b+ �

cot a− cot b

����� :�.8 �� sin��o ���7
 ,,-E ����
^G�A�	� �� ��!� �� N��F� �	
�� �� ?��F��� �( -0�

sin�� = sin(��− �
)

= sin�� cos�
− cos�� sin�


=

√
�

�
×

√
�

�
−

√
�

�
× �

�

=

√
�−

√
�

�
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����� :�.8 �� tan�
�o ���7
 ,.-E ����
^G���� ����� b	!"� ������� �� ?��F��� �( -0�

tan�
� = tan(��+ �
)

=
tan��+ tan�


�− tan�� tan�


=
�+

√
�

�− �×
√
�

= −�
�

(�+
√
�)�

= −�−
√
�

&�'( �� ���Y%Y� &�/�@A� X'<%4�> � N��F�  O!"%4�> ��	� ��  N@8 &�/�	�'2 &'�P��E( ��
^���0 ��-( '�� NE+ �( q � p ?�	C�� &�����

sin p cos q =
�

�

[
sin(p+ q) + sin(p− q)

]
sin p sin q =

−�
�

[
cos(p+ q) − cos(p− q)

]
cos p cos q =

�

�

[
cos(p+ q) + cos(p− q)

]
cos p+ cos q = � cos

(p+ q

�

)
cos

(p− q

�

)
cos p− cos q = −� sin

(p+ q

�

)
sin

(p− q

�

)
sin p+ sin q = � sin

(p+ q

�

)
cos

(p− q

�

)
sin p− sin q = � cos

(p+ q

�

)
sin

(p− q

�

)
tan p± tan q =

sin(p± q)

cos p cos q

cot p± cot q =
sin(q ± p)

sin p sin q

����� 3&�	� �� cos(α+
�π

�
) + cos(α+

�π

�
) = − cosα ���* 35&�� ,/-E ����

^G�A�	� �� a	2 �� �	
�A� �� O!"%4�> 3	�'2 �� ?��F��� �( �� iM y'Z ���@� -0�

iM y'Z = � cos
(α+

�π

�
+ α+

�π

�

�

)
cos

(α+
�π

�
− α− �π

�

�

)
= � cos(α+ π) cos(−π

�
)

= �×− cosα× �

�

= − cosα
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� B-E �	
��

*-�
� X�A> �� sin�
�o � cot��o  sin��o  tan��o '���L� |p

*-�.�!� �(�f �� '�� ���Y%Y� ����@� ����� |t

(a)
cos��
o + cos�
o

cos��o
= � , (b) sin(α+

π

�
) + sin(α+

�π

�
) =

√
� cosα

(c) sin��o + sin��o =
�

�

√
� , (d) tan��o − tan��o = �− �

√
�

)��' �C��C /! 0�Y�1&- ����N
��	� �� ��>�'( p = q = x ���� ��'8 � N@8 �$F4 ��!� �� b	!"� 3	�'2 �� ?��F��� �(

^-�� #�
M �� 3	�'2 #�� *�2�� ��!� '(�'( �� &�/�@A� &�'( �.�� 3	�'2

sin�x = � sin x cos x

cos�x = cos� x− sin� x , cos�x = � cos� x− � , cos�x = �− � sin� x

tan�x =
� tan x

�− tan� x

cot�x =
cot� x− �

� cot x

^G�'�P �� �"��� =�� �� '�� -�F� ](�� � �

sin� x =
�− cos�x

�
, cos� x =

�+ cos�x

�
, tan� x =

�− cos�x

�+ cos�x

^G���0 �� ��-( �� ��� ��!� xK� ������� �A> '( ��(�� � ��  '�� 3	�'2 �� #�
h!�

sin x =
� tan x

�

�+ tan� x
�

, cosx =
�− tan� x

�

�+ tan� x
�

, tan x =
� tan x

�

�− tan� x
�

����� "��& �� cos�a− �

sin�a
���* ,B-E ����

cos�a− �

sin�a
=

�− � sin� a− �

sin�a
*N>

=
−� sin� a

� sin a cos a

=
− sin a

cos a

= − tan a
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����� "��& �� �+ sin�x

sin x+ cosx
���* ,C-E ����

�+ sin�x

sin x+ cos x
=

sin� x+ cos� x+ � sin x cos x

sin x+ cos x
*N>

=
(sin x+ cosx)�

sin x+ cos x

= sin x+ cosx

���>��� "��& �� 	�� 3B�lOl
 ����* C-E �	
��

(a)
tan�θ cos�θ

� sin θ
, (b)

sin�θ + �

sin θ + cos θ
, (c)

�+ cosα+ cos�α

sinα+ sin�α

(d) sin��o cos��o , (e)
csc�x+ cot�x

cot x− tanx
, (f)

cot�β(tanβ − tan�β)

cot β − cot�β

"��787� � ���� ��6
��'8'(  �	+ �� ��+�6P �0 '�[�� &�"( �� &'���L� O�!U &���( ���Y%Y� ���@� R� ?�P'�

3�Y� &�'( -�� &'@U &������ ��@+ ������ #�� *G���� � �S)S� ��� * �� ���@� �0 �	+

�+ tan� x =
�

cos� x

�1'( &�'( ���Y%Y� ����@� ���P ��� *-��	( ���Y%Y� ���� N@8 &�/�C( ���Y%Y� &�/�	�'2 'Y��
&'(�'( � ?�	( ����� R� ���Y%Y� &�/�@A� '���L� N��+ �� �� ���@� �� &��A� *-
���� '���L� ��
*�	+ �� ?-���� � �S)S� �� U��P�  �	+ ��'8'( ����� #�� '���L� �1'( &��� �� &��A� y'Z ��
����9� #�� X�	U G���	1 �� *��� ���Y%Y� �$ ���9� R� �+ sin�x

sin x+ cos x
= sin x + � ���@�

�� ?��F��� �( *�	( -��	1 ���� �/�0 &�'( ����[� �� &'���L� ��	!"� �
9� G���0 ��-( ��
?��� �� ,) � sin x + cos x = sin x + � G���� � ?-+ ?��� ����9� #�� iM y'Z ps*u3�Y�
cos x = cos
 �	M �� -�0 ��-( ���'� #�-( X�	U #�� *x = �kπ �
9�  cos x = � ��'�

�� -
���@� �/(�	U :�4 &−k &�'( �"��� �� � x = �kπ �� x = �kπ ± 
 �6�

· · · ,−�π,−�π,−�π,
,�π,�π,�π, · · ·

^G�A�	
( �� X�	U ��	!"� ����� ��	4 ��� '�/( �

X�	U ��	!"� = {�kπ|k ∈ Z}
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'�� ��	K( �� �� ��!� #�� #�( �$�(�� ��	� �� -�	+�� '(�'( α � x ��!� �� �@A� �� ����
�
^|k ∈ Z} �+	�

sin x = sinα =⇒ x = �kπ + α , x = �kπ + π − α

cosx = cosα =⇒ x = �kπ ± α

tanx = tanα =⇒ x = kπ + α

cot x = cotα =⇒ x = kπ + α

����� ;8 �� sin�x = sin x 3B�lOl
 �� $��4
 ,E-E ����
G�+�( ��+�� -��( a	2 �� �	
�� 3	�'2 �� ?��F��� �( -0�

�x = �kπ + x

�x = �kπ + π − x

^�� -�� ���@� �/(�	U ��'� ?��� �� ,) ��

x = �kπ, x =
�kπ + π

�
, k ∈ Z

�� $��4
 ;8 %.��Of
 ,H-E ����

tan(�+
x

�
) tan(�− x

�
) = �

^G��� �� '��[� '�� NE�( �� ����9� �-�(� -0�

tan(�+
x

�
) =

�

tan(�− x
�
)

= cot(�− x

�
)

= tan(
π

�
− �+

x

�
)

G���� ��!� �� &'(�'( �( �

�+
x

�
= kπ +

π

�
− �+

x

�

*��� ���Y%Y� �$ ���9� X�	U x = �kπ + �π − ��rad ��'� ?��� �� ,) ��

����� ;8 �� 	�� 3B�lOl
 �h��4
 E-E �	
��

(a) cos�x = cos x , (b) sin�x = cos(
π

�
− x)

(c) tan(x+ �) tan(x+ �) = −� , (d) tan� x− �
√
� = 


(e) � cos� x = sin x− � , (f) � cot x = tanx
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*+ "��787� 
, -���� )�6
�� �A���@� ��� I	%9� �0 �� A(a, b) �$�L� � ��6P �� Ǳ�-@� �� �� ��1 �$ ���9�

y − y�
x− x�

=
y� − y�
x� − x�

⇒ y − 


x− 

=
b− 


a− 

⇒ y =

b

a
x

�	( -��	1 y = tan θ x ��	K( ��6P �� Ǳ�-@� �� �� ��1 �$ ���9� �6� � tan θ =
b

a
�2'Z ��

*���/�	Z �	� �@Y� �!� �( ]1 �$ ���� θ ��

jb �� ���� ��−x ��/
 �� � �5�oG ���5#
 Ǳ��*
 �� �� ��.���� �� 3f9 �� $��4
 ,I-E ����
����& 3
 ����

*�	( -��	1 �	�6� ]1 �$ ���9� y =

√
�

�
x ,) y = tan(�
o)x 3	�'2 7@Z -0�

tan θ =
∣∣∣ m� −m�

�+m�m�

∣∣∣ �� %.B��*m� �m�  �� P�� �� (9 �� )�� �� ���� ,-E ����

=%.�6 x− �y + � = 
 � y = �x− � (9 �� )�� �� ���� ,K-E ����
G���� ]1 �� #�( �$ ���� 3	�'2�� m� = �

�
� m� = � &�� ��+ �( ]1 �� #�� &�'( -0�

tan θ =

∣∣∣ m� −m�

�+m�m�

∣∣∣ =

∣∣∣ �− (�
�
)

�+ �(�
�
)

∣∣∣ = � ⇒ θ =
π

�

-�)!�1 H-E �	
��

*-��� ���� ���Y%Y� ?'��� &�� �'�0 � ?�'� ���( ��'P � ������ �A> '( �� ��
o ��-L� |p

�-
�A� ���Y%Y� ?'��� �� O(� I�-� �� �
�π
�

� �
	
o &�� ��!� &�/��� |t

&�/���  -
+�( D =
	�π

�
� C = −	�
grad  B = ����

o  A = ���
grad 'P� |r
O('� R� ABCD -�
� �(�f � -�(��( ���Y%Y� ?$'��� &�� �� D � C  B  A &�/��!�

*-���0 ��-( �'�0 �>�A� ,`�  ���

^-�(��( �� ?-+ ����	1 ����@� ��-L� '�� �ABC H%Y� �� |v

sinA. cotB − tanA. cosB csc�B(sin� C − tan�A)
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'( �� ���� � x �U�� �A> '( �� ���� �� ���	4 �� ��� ������ π
�

����� �� b	!"� |s
*-���0 ��-( ������ �A> '( �� ����� �� ��-L� *x = �y G���� G���
( y ��'P �A>

^|-�� �U�� �A>'( �����} -���0 ��-( �� '�� ����@� N4�> |u

(a)
� sin��
− � cos��


� tan� �
+ cot� ��

, (b)

� tan� ��
− � sin��


� cot� ��
− � cos�



(c)
� tan�

− cot��


cos��
− � sin� �

, (d)

tan��� cos��
− cot���

�− tan� �



(e)
�− tan� ��


�+ tan� ��

, (f)

sin���
+ cos���


tan���
− �
√
� cot����

*-�
� X�A> cos x � sin x �A> '( �� cos�x � sin�x '���L� |n

���� �-LM ���� &�� �('L� �$ ���� �L�8� vq � v ���� �� |m

���� �-LM ���� &�� �('L� #�( �$ ���� �L�8� pq � s ���� �� |o

*��� �-LM z �$ ���� ��-L� -+�( cot z =
b− �

a− �
� tan z =

a− �

b
'P� |pq

*-+�( sin x = �− �a �� -�
� #��9� ��
M �� a ��-> |pp

�-
� �� '��[� &� �%4�2 �M �� m  cosα = �− �m � -+�( �
o ≤ α ≤ �

o 'P� |pt

*-�
� #��9� �� m ��->  -+�( I�� O(� �� α ��!� &�/��� � -+�( cosα =
�m− �

m+ �
'P� |pr

�-
��� '��[� &��%4�2 �M �� m  sinα =
�m+ �

m− �
� -+�( π

�
≤ α ≤ ��
grad 'P� |pv

�� sin(��o,��′) ��-L� -+�( sin��o = 
/�
�� � sin��o = 
/���� 'P� |ps
*-�
� X�A>

�� -�
� BC�� � ?�'� X�A> �� m ��-L� cos x =
m

m+ �
� tan x =

m+ �

m
'P� |pu

*��� ���Y%Y� �$ �>�� I�-� �� x ��!� &�/���

m sin� x+ (m− �) sin x− � = 
 ���Y%Y� �$ ���9� �� |pn
*���� X�	U ����9� m �� &'���L� �M &���( -�
� #��9� |S\ ��}

*-�(��( �� �/(�	U m =
√
� &���( |�\���f}

*-�
� N> �� x� − (tanα+ � cotα)x+ � = 
 �$ ���9� |pm

*tan�B + tan�C = 
 -�
� �(�f ∠A = ��

� G�+�( ��+�� �ABC H%Y� �� 'P� |po
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*-�
� ���'( �� '�� ���Y%Y� ](�� � ����� |tq

(a)
� sinα cos�α

sin�α
= � cos�α− �

(b) sin� a sin�a+ cos� a cos�a = cos� �a

(c) sin�
 sin�
 sin�
 sin�
 sin	
 =
�

��

(d) tan x tan(�
+ x) tan(�
− x) = tan�x

(e) cosα+ cos
(
α+

�π

�

)
+ cos

(
α+

�π

�

)
= 


(f) tanα tan�α tan�α = tan�α− tan�α− tanα

(g) sin� a sin�a+ cos� a cos�a = cos� �a

(h) �[cos� a sin�a+ sin� a cos�a] = � sin�a

(i) tanα+ tan
(
α+

π

�

)
+ tan

(
α+

�π

�

)
= � tan�a

(j) tan�
− tan�
+ tan�
 = �
√
�

(k) sin�
π

�
+ sin�

�π

�
+ sin�

�π

�
+ sin�

�π

�
=
�

�

(l) cos�
π

�
+ cos�

�π

�
+ cos�

�π

�
+ cos�

�π

�
=
�

�

*-�
� ?��� �� '�� ���Y%Y� ����@� |tp

(a)
sin�α cosα

�+ cos�α
, (b) cos�x(�+ tan x. tan�x)

(c) sin�x+ cos�x. cot�x , (d) tan x− sin x(�+ tan x. tan
x

�
)

(e)
csc�x+ cot�x

cot x− tan x
, (f) cot�
− cot�
+ cot�


(g) cos y
( �

cos y
+ tan y

)( �

cos y
− � tan y

)
+ � tan y

*-�
� N> �� '�� ���Y%Y� �S��9� |tt

(a) sin x+ cos x = � , (b) � cos� x− cos x = 


(c) tan(x+ �

o) tan(x+ �


o) = � , (d)
sin x+ sin�x

sin x− sin�x
=
�

�

(e) �(�− sin x) = �+ cos�x , (f) sin x+ cos x = �+ � sin x cosx

(g) � sin�x = �(sin x+ cos x) , (h) sin x+ sin�x+ sin�x+ sin�x = 


(i) tan(π tanx) = cot(π cot x) , (j) sin� x+ sin� �x = sin� �x+ sin� �x
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*���� �� π
�

�$ ���� ��−x �	� �( � ��+6P ��K�C� Ǳ�-@� �� �� -�A�	
( �� ��1 �$ ���9� |tr

���� �� �U�� ns �$ ���� ��−x �	� �( � ?�'� �	@� ��K�C� Ǳ�-@� �� �� ��1 �$ ���9� |tv
*-�(��( ��

���Y%Y� &�/�@A� '��� �A(	%��  -+�( I�� O(� �� ��!� &�/��� � � cos x+� = 
 'P� |ts
*x �$ ����

z �$ ���� ���Y%Y� &�/�@A� '���  -+�( I��/M O(� �� ��!� &�/��� �
√
� cot z = −� 'P� |tu

*-�(��( ��

*tanA+
�

cosA
= � -�
� �(�f -+�( 3�� O(� �� A ��!� &�/��� � sinA =

�

�
'P� |tn

*sin�o �� sin� �-�'�P�=( I�-� |tm

*log(sin x) ≤ 
 -�
� �(�f x ?�	C�� �$ ���� '� &�'( |to

*-�(��( �� sin��o ��-L� sin��o = cos��o &��A� �� ?��F��� �( |rq

*-�.�!� N> �� '�� ���Y%Y� &�� ?����� |rp

(a)

⎧⎨
⎩

sin� x+ sin� y =
�

�

x+ y =
�π

��

, (b)

{
sin x sin y =

�

�
tan x tan y = �

, (c)

{
sin x =

√
� sin y

tan x =
√
� tan y

^-�
� �(�f -
+�( �Y%Y� �$ ���� �� C � B � A 'P� |rt

cos�A+ cos�B + cos� C ≥ �

�

sin
A

�
sin

B

�
sin

C

�
≤ �

�

*-�
� X�A> �� p cos θ − q sin θ

p cos θ + q sin θ
'A� ��-L� cos θ =

p

q
'P� |rr

cos(
π

�
) − cos(

�π

�
) =

�

�
-�
� �(�f |rv

*H%Y� &����� #��9� �A(	%�� *C
∣∣∣−�
�

� B
∣∣∣−�
−�

 A
∣∣∣�
�

-
���@� H%Y� R� �	.� |rs
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�����  ���

 ���4�	1 ���'( �( �/�0 &-
( �L@Z �6� � �	+ �� ?-�� �/(��� Q�	1  O(�	� I�!� #�( ��
�� �1'( =�� ��+ ��-
� ���	!�  #�� '( ?�J� � ?�'� R!� �/�0 #�( N��9� � �1�
+ �( ?��	!�
�� ���Y%Y� O(�	� �%!"
� O(�	� ��	!� Q�	1 NK2 #�� �� *���� �� ��E+0 �� �� ��4�1 #��

*�	!� G���	1 ���'( �� �/�0 G/� &�/�P��� � ?�	!� ���(

� �5�!� � �	����! ��;

&�/@�'� ��� ]�	� �� ��� �F4 �� �Z�L� ��	!"� y = f(x) O(�� R� ���	!�
w�L� �$!� G�� �� �� ��� ��-
� �%E+ O(�� ���	!� ����@9( *-�	+ �� BC�� (x, f(x))

���	!� G.�8 ]1 '� �� �A�0 O(�� R� ���	!� ���4	K1 �� *-�0 �� -�-) �F4 �� (x, f(x))

��� #E!� G.�8 ]1 � �A�� ��'8'( w'+ #��  O(�	� '�� �� *-
� �� O�8 ��L� R� �� 'Y��-> ��
*-��!� O�8 ��L� -
M �� �� ���	!� �� NE+ R�

G�� ��� *���� �.S�( �.���� �� ��� ���� �e
� <� $ ���	!� G�� _�� #�'� �.�-�(�
&�/�P��� #�2'P 'D� �� �( #��'(�
(  �	+ &���� ����@�+� &���� ��� #E!� �(�� ��L� �( ���	!�
'�D� O(�� ���4	K1 �� ���P0 *�	!� G�� '�L�8� � '�/( �'�0 ��	� �� O(�� &�/�%K1 � &���2�
�1�
+ �( �����+ R!� �0 &�� �P��� '��� � ���L�  O(�� ��	( �'2 � ���  X��
�  �'(  �
���

*���� �0 ���2� � O(�� ���	!�
3�L��� ��	� ��  ��K�C� �$F4 �� �0 ���	!� �� ���P0 � y = f(x) -
��� �9(�� �'2 �(

�\�



�����  ��� ; ��� �\�

^�	!� ���( #�
M y � x ��'��[� �A> '( �'�0

y = x� �!/� ���	!� �� 3�L��� ,-H NE+

'P�  �/�'� �	� ����	!( ��� a ?$��-�� �( f ���	!� 3�L��� y = f(x + a) O(�� ���	!� •
*���� �!A( a < 
 'P� � iM �!A( a > 




�\! �$�6#&� � �������& �;

'P�  �/�	Z �	� ����	!( ��� b ?$��-�� �( f ���	!� 3�L��� y = f(x) + b O(�� ���	!� •
*#�.�) �!A( b < 
 'P� � S�( �!A( b > 


*���/�'� �	� �( �@A� f ���	!� �$ 
� '8 y = f(−x) O(�� ���	!� •

*���/�	Z �	� �( �@A� f ���	!� �$ 
� '8 y = −f(x) O(�� ���	!� •

��'8 ��−x �	� #�.�) �!A8 �� f ���	!� �� �h�0 �A�2�� y = |f(x)| O(�� ���	!� &�'( •
*�	+ NL�
� �	� &S�( y'�( � ?-+ �
�'8  �'�P ��

�	� ����	!( 3�L��� y = (x − �)� ���	!� � ��2'P 'D� �� �� y = x� ���	!� p*nNE+ ��
�(  �/�'� �	� ����	!( '��[� y = (x+ �)� ���	!� *��� ���� y'�( t ?$��-�� �( � �/�'�
�!� �( �� ��� �p ?$��-�� �( ���	!� 3�L��� y = x�+� ���	!� *-+�( �� iM y'�( r ?��-��

*��� #�.�) �/U �� Wt ?$��-�� �( ���	!� '��[� y = x� − � � ?�'� ��'> S�(
I�"�� ���	� 3	> �� �/U �� y = f(x) ���	!� �� �� ���'��[� I�"�� �( S�( -
( e
) 7(���
y = f(x) O(�� ���	!� t*nNE+ �� *-�0 �� ��-( y+b = f(x+a) -
��� �9(�	� ���	!�  ?-+
�2�� y = f(x− a)− b O(�� ���	!� ����0 ��-( &�'( *-
��	C�� � �@Y� b � a � ��� I	%9�
�/�	Z �	� �@Y� �/U �� a ?$��-�� �( �� �/�0 � X�C��� �� �.�-�(� O(�� ���	!� �� ��L� -
M ���
X�C��� *G��� ��'> |��� �F
� b �	M} #�.�) y'�( b ?$��-�� �( � |−a < 
} ���� y'�( �

*��� 'f	� ���A( I�� O(�� ���	!� #�2�� '� 7�8� ��  ����� ���	!� w�L� ���
�

b > 
 � a > 
 ?��-�� �( ���	!� 3�L��� .-H NE+

���� �/�'� �	� �( �@A� &��
�'8 y = e−x *G��2'P 'D� �� �� y = ex ���	!� r*nNE+ ��
���	!� &�'( *-�0 �� ��� �( �/�	Z �	� 3	> �%4� �

� �$ 
�'8 �� y = −ex ���	!� �
7%���-8 �� �� ���	!� #�!� � G�����( #�.�) ->�� R� �� �%4� ���	!� �A�2�� y = ex − �



�����  ��� ; ��� �\#

�( �� y = ex − � �
�.�) �!A8 ��E
�� &�'( �� �	+ �� N4�> y = |ex − �| ���	!�  ?�����'8
*G��?��� 3�L��� �/�	Z �	� &S�(

y = ex ���	!� �� 3�L��� /-H NE+



�\C �$�6#&� � �������& �;

y = cf(x) ���B ������ �&�  �	� ���� ����
 y = f(x) ���B ������ 	G� ,-H ����
��� 3
 	B��� ������ |c| > � 	G� ����� :	^ c �� �� �� y = f(x) ������ �� �f7� 	� %.����

��� ����9 	B ��� ������ |c| < � 	G� �

���	!� &'��� � #�.�) �� y =
�

x� + �
O(�� �E�  -�� �� ���� �� O(�� �� ���	!� v*nNE+

�� ��L� '� �� -�� �� ���� O(�� �� �$�(�� *��� ��2'P ��'8 '�S�( �� �� y =
�

x� + �
O(��

'� &�'( ,) *���� y =
�

x� + �
���	!� �� ��L� ��!� '(�'( �� ��'� y =

�

x� + �
���	!�

*G�(��( �� I�� ���	!� �$�L� � ?�'� '(�'( �� �� (x, b) �$�L� '� �'� ��� �2�� (x,�b) �$�L�

*��� �
�.�) ���	!� �'� '(�'( �� '�S�( ���	!� �� ��L� '� �'� B-H NE+

� ,-H �	
��

&�����	!� ,`� � ?�'� G�� �� y = x� �� �U�� O(�� ���	!� �(�� ��L� _�� �� ?��F��� �( |p
*-�
� G�� �0 �� ?��F��� �( �� '��

y = (x+�)� , y = x�+� , y = x�−� , y = (x+�)�+� , y = (x−�)�+�

*-�(��( �� '�� O(�	� ���	!� �0 �� ?��F��� �( � ?�'� G�� �� y = x� �!/� ���	!� |t

y = �x� , y =
�

�
x� , y = �x�−� , y = �(x+�)�+� , y = (�x)�
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10��� <�#�� ��;
N4�> ?��� O(�� -
M �� �� A!6� �� �� -�� �@��'� �9(�	� ����� O(�	� 'Y�� �FP ��	� ��
�� ���F�� �@��'�  N4�> O(�� �'( � �
��� � ?�	!� '��[� �'( � �
���  O(�	� ���'� �� *-�	+ ��
O(�� �� g(x) = sin x � f(x) =

√
x O(�� �� ���'� �� J\ Y� *-+�( �� ����� O(�	� �'( � �
���

�$ 
��� � O(�� �� ���'� *-
���F�� #��AC� O(�	� �( J\ ��� �� ��'P �� N4�> sin
√
x �

√
sin x

*��'P �� x�'9� '�� ��	K( N4�>
?��� ;��!� fog ��!� �( �� g �( f O(�� ���'� *-
��'F� g : B → A � f : A→ R O(�	�

�� �A���@� �0 �$ 
��� � ?-+ x�'9� fog(x) = f(g(x)) ��	K( �	+ ��

Dfog = {x ∈ Dg|g(x) ∈ Df}

�� Dgof ,1 �� �
�� � gof ���B g(x) =
√
x+ � � f(x) =

�

x� − �
����B  �	� ,-H ����

����� :�.8
^G�A�	� �� O(�	� ���'� x�'9� 7@Z -0�

gof(x) = g(f(x)) = g
(

�

x� − �

)
=

√(
�

x� − �

)
+ �

^G���� ��� Dg = [−�,+∞) � Df = R − {−�,�} ���"�0 �� �

Dgof = {x ∈ Df |f(x) ∈ Dg}

= {x ∈ R − {−�,�}
∣∣∣ �

x� − �
≥ −�}

= {x ∈ R − {−�,�}
∣∣∣ x�

x� − �
≥ 
}

= (−∞,−�) ∪ (�,+∞)

�%&� ]�	4B ;��' ,�-�	5-
 �� �
��  �� MX��  ��f��^ ��6 ���B �� P��	B .-H ����
����B  �	� qp l


f(x) =

{
x� − � , x ≥ �'P�
�x , x < �'P�

�

g(x) =

⎧⎨
⎩

�x� + � , x ≥ 
'P�
�x+ � ,−� ≤ x < 
'P�
−�− �x , x < −�'P�
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^��� '�� ��	K( fog ���'�

fog(x) =

⎧⎨
⎩

(�x� + �)� − � , x ≥ 
'P�
�(�x+ �) ,−� ≤ x < 
'P�
(−�− �x)� − � , x < −�'P�

���	��	� gof � fog ��*��	B g(x) = ln x � f(x) = ex ����B  �	� ��1 .-H ����
^G�A�	� �� O(�	� ���'� x�'9� 7@Z -0�

fog(x) = f(g(x)) = f(ln x) = eln x = x

gof(x) = g(f(x)) = g(ex) = ln(ex) = x

^G���� ������ �
��� &�'( *��� '(�'( G� �( O(�� �� #�� �$�(�� #��'(�
( �

Dfog = {x ∈ Dg |g(x) ∈ Df} = {x ∈ (
,+∞)

∣∣∣ ln x ∈ R} = (
,+∞)

Dgof = {x ∈ Df |f(x) ∈ Dg} = {x ∈ R
∣∣∣ex > 
} = R

*-
�A�� '(�'( G� �( gof � fog �@��'� O(�	� � Dfog �= Dgof #��'(�
( �

� .-H �	
��

*-�
� X�A> �� Dgof � gof '���L� g(x) = �
√
x− � � f(x) =

�x− �

x− �
'P� |p

*-�
� X�A> �� Dfog � fog '���L� g(x) =
√
x� − � � g(x) =

x

x+ �
'P� |t

*-�'(�'( gof � fog ��@��'� g(x) =
�+ �x

�− x
� f(x) =

x− �

x+ �
O(�	� &�'( ��0 |r

*-�A�	
( �� '�� &���(�� -
M O(�� �� gof � fog ���'� |v

f(x) =

{
x+ � , x ≥ −�'P�
x� − � , x < −�'P�

�

g(x) =

⎧⎨
⎩

x� + � , x ≥ � 'P�
−x− � , 
 ≤ x < �'P�
x� − � , x < 
 'P�

10��� 3��+ ��;
'4�
� &��  ���P0 �$ L�'Z #�� � ?�'� ���'( �� ?�	( ���� O(�	� �1'( �� �� �4�	1 �	
��
'�/( =�� �� ��+ ��-
� ���	!�  O(�	� Q�	1 �� ?��F��� �( #�� '( ?�J� *��� 3��-�� �����

*�1�
+ G���	1
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 f(x�) ≤ f(x�) �� -�� �"��� x� ≤ x�'P� G�.	P &�	94 �� f O(��
*f(x�) ≥ f(x�) �� -�� �"��� x� ≤ x�'P� G�.	P ���=� �� f O(��

�	�� %&�  ��4< f(x) = �x+ � ���B /-H ����

x� ≤ x� ⇒ �x� ≤ �x� ⇒ �x� + � ≤ �x� + �⇒ f(x�) ≤ f(x�)

*��� ���=� �F
� ��+ �( � &�	94  �@Y� ��+ �( ]1 '� O8�� ��

���>��� 2#-
 �� f(x) = �−√
x ���B ,��� 3$�X� ��  ��4< B-H ����

^G���� �@Y� ��-�� &�� �'�� ��� ���=� O(�� #�� -0�

x� ≤ x�

√
x� ≤ √

x�

−√
x� ≥ −√

x�

�−√
x� ≥ �−√

x�

f(x�) ≥ f(x�)

v*n 3�Y� ���=� O(�� � r*n 3�Y� &�	94 O(�� ���	!� C-H NE+

��� -+�( ���=� N4�	2 �1'( �� � &�	94 N4�	2 �1'( �� -��	� �� O(�� R� �%� ���> ��
*G�.	P *�1� ��� �� ��� ���=� ]L2 �� � &�	94 ]L2 �� �9(��
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!�( / [/ BC�� ����O
*-+�( '�� w'+ �� &���� 'P� G�.	P 2�3 �� f O(��
−x ∈ Df G�+�( ��+�� x ∈ Df '� &�'( |p

f(−x) = f(x) |t
*-+�( '�� w'+ �� &���� 'P� G�.	P ��4 �� f O(��
−x ∈ Df G�+�( ��+�� x ∈ Df '� &�'( |p

f(−x) = −f(x) |t

�	�� %&� V�� 34��B g(x) = −�x� + 	 ���B C-H ����

g(−x) = −�(−x)� + 	 = −�x� + 	 = g(x)

�	M ��� �'2 �9(�� h(x) = �x� − x O(�� �

h(−x) = �(−x)� − (−x) = −�x� + x = −(�x� − x) = −h(x)

*-

� �� ���-� �� ���L� �� |iM} ��� � |����} �'2 O(�� ���	!� E-H NE+

-���� �'2 ���/��	� �� �/�0 � ��� �9(�	� -��-� �� -���� ��� ��	� �� &��%!U -
M O(�	� �\�	!�
&���� G� �'��  �'2 �� ��� ��� �� f(x) = x� − �x� + �x+ � O(�� #��'(�
( *-��'2 �9(�	�
� �'2 �9(�	� sinhx � cot x  tan x  sin x O(�	� *�'2 &�/��	� &���� G� � ��� ��� &�/��	�
���L�� �/�'� �	� �( �@A� ��� O(�� &���	!� 'D� �� *��� ��� �9(�	� cosh x � cos x O(�	�
�	!� G�� �� �����	!� �� �%�1 ��	� �� ��>�'( *��� ���L�� ��K�C� Ǳ�-@� �( �@A� �'2 O(�� �
-�� �� ���� #�� � ��K�C� Ǳ�-@� �( �@A� �� � -
+�( ���L�� �/�'� �	� �( �@A� �� ��

*�'2 �� � -
U�� �� O(�	� �� �%�1 ��
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����� 2#-
 �� 	�� ����B ,��� �	� � V�� /-H �	
��

f(x) = x� − �x� + � , g(x) = � sin�x+ �x� + �x , h(x) =
x� − �

x� + �

i(x) = �
√
x+ � , j(x) =

ex − �

ex + �
, k(x) = |x| + �

\/�D�� BC�� ����O
'� �� O(�	� ��	�
�� *f(x + T ) = f(x) 'P� G�.	P T X��� 7$�� �( X��
�� �� f �L�L> O(��

*�	!� ���'( ���(��
� �$ %4�2 ��!� �� �� �/�0 ��	� �� #��'(�
( � -�	+ �� ��'E� �\@�'� �%4�2

*�	+ �� ��'E� Q�1 &��%4�2 �� �� X��
�� �9(�� ���	!� H-H NE+

�	�� %&� T = �π :���B "��� �� :���5
 34��B f(x) = � sin x ���B E-H ����

f(x+ �π) = � sin(x+ �π) = � sin x = f(x)

y = cot x � y = tanx O(�	� � �π X��
� ?��� �( X��
�� �9(�	� y = cosx � y = sin x O(�	�
*|v*n;C(} -
�A� π X��
� ?��� �( X��
�� �9(�	�

�	�� %&� T = � :���B "��� �� :���5
 34��B g(x) = x− [x] + � ���B H-H ����

g(x+ �) = (x+ �) − [x+ �] + � = x+ �− [x] − �+ � = x− [x] + � = g(x)

�y = �x− [�x] ���B :���B "��� )��4B %.��Of
 I-H ����
^G���� X��
� x�'9� 7@Z T -
��� ��@Y� X��
� ?��� �'2 �( -0�

�(x+ T ) − [�(x+ T )] = �x− [�x]

�T − [�x+ �T ] = −[�x]

[�x+ �T ] − [�x] = �T ∈ Z

*��� O(�� X��
� T =
�

�
,) ?�	( |�9�@Z �-� #�'�EM	�} �T = � X��
� #�'�EM	� &�'(
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#�"-��' BC�� ����O
*f(x) ≤ M -
+�( '�!� M -
��� &�-� �� �0 '���L� ?�P'� G���� $*	�*�6 m�� 3* �� f O(��
-
+�( '���( N -
��� &�-� �� O(�� #�� '���L� 'P� G�.	P $*	�*�6 O!j�@ 3* �� f O(�� #�
h!�

*-���L�L> &��-�� N � M �� N ≤ f(x) ≤M 'P� ��� ��-��'� f O(�� *f(x) ≥ N

�� X�� � "��� %*l
 I�	#
 � ���< �	�� %&�����	� 34��B y =
�

�+ x�
���B K-H ����

� �	�G 3
 ��	' d � b )�� �-��� ���B 3�4� �

�+ x�
≤ � � � + x� ≥ � ����� x� ≥ 


*��� m*n;?� Z��f
 ���B ������ �
 < �

�+ x�
≤ �

%.�� �����	� h�� �� 3$� Hx� ≥ �K "��� �����	� )�>�J �� y = x� 3�0& ,M-H ����
*|m*n;?�K

��-��'� O(�	� I-H NE+
)#��� A���O

Ǳ�-@� �( �@A� �'2 O(�� � ?�	( ���L�� �/�'� �	� �( �@A� ��� O(�� G�-�� �E��
h!�
�%� �1�
+ �(  3�E+� �%��	�( �� � O(�	� ���	!� �� �� ���L� ��	�
�� *��� ���L�� ��K�C�

*-
� �� ��E+0 �/�0 �� �� &�?��� Q�	1 � ?�'� R!� '�/( O(��
]�� M 'P� G�.	P ���L�� M(α, β) �$�L� �( �@A� �� A′(x′, y′) � A(x, y) �$�L� ��

�
9� -+�( AA′ ]1?��)

α =
x+ x′

�
, β =

y + y′

�

��

x′ = �α− x , y′ = �β − y

��'8 x &�"( �A�2�� M(α, β) �( �@A� A �$�L� �$ 
� '8  A′ ����0 ��-( &�'( ���'� #�-(
*G�.	P &J6�� '$�
 �� ��L� R� 3	> ���L� *�β − y G��� ��'8 y &�"( � �α− x G���
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�	�� �����75
 C(�,�) ��f7� �� %*.� B(�,�) � A(�,�) t�7� ,,-H ����

� =
�+ �

�
, � =

�+ �

�

=%.�6M(�,−�) ��f7� �� %*.� A(�,�) ��f7� �� �� 	' ,.-H ����

x′ = �(�) − � = � , y′ = �(−�)− � = −	 =⇒ A′(�,−	)

�� ���'� #�-( ��� ��'8'( =�� O(�� R� ���	!� '( O8�� w�L� &�'(  ��L� R� 3	> ���L� 3	�'2
O(�� �$ 
� '8 *f(�α− x,�β − y) = 
 �� �A���@� M(α, β) �( �@A� f(x, y) = 
 O(�� �$ 
� '8

*�β − y = f(�α− x) �� �A���@� M(α, β) �( �@A� y = f(x) :�'4

������� (−�,�) ��f7� �� %*.� �� y = �x� − �x+ � ���B �� �� 	' ,/-H ����
^G���� ,) G�
� �� #�=���U �� �− y ���@� =�� y &�"( � −�− x ��-L� x &�"( -0�

�− y = �(−�− x)� − �(−�− x) + �

�− y = �(−�− ��x− �x� − x�) + �
+ �x+ �

y = �x� + ��x� + ��x+ ��

*f(�α−x,�β−y) ≡ f(x, y) 'P� G�.	P '$�
�� M(α, β) �$�L� �( �@A� �� f(x, y) = 
 O(��
*�β−f(x) ≡ f(�α−x) 'P� G�.	P '$�
�� M(α, β) �$�L� �( �@A� �� y = f(x) O(�� #�
h!�

*G���� f(x, y) = 
 O(�� '$�
 J6�� �� M �$�L� ���> #�� ��

����� ���J �� y = x� − ��x+ � ���B ,��7B X�	
 ,B-H ����

�β − f(x) ≡ f(�α− x) *N>

�β − (x� − ��x+ �) ≡ (�α− x)� − ��(�α− x) + �

−x� + ��x− �+ �β ≡ −x� + �αx� + (��− ��α�)x+ �α� − ��α+ �

*��� O(�� ���L� =�'� M(
,�) �$�L� � β = � � α = 
 G���� #�2'Z ���'� &��A� �(

	�� ����� M(α, β) ��f7� E� A�8 &J6�� '$�
 h�� P$�f
 �� "��S5&� �� /-H ����
!��� 3
 ,���

*A(x,−y) �� �A���@� ��−x �	� �( �@A� A(x, y) �$�L� �$ 
� '8 •

*A(−x, y) �� �A���@� ��−y �	� �( �@A� A(x, y) �$�L� �$ 
� '8 •

*A(−x,−y) �� �A���@� ��K�C� Ǳ�-@� �( �@A� A(x, y) �$�L� �$ 
� '8 •
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*f(−x, y) = 
 'P� ��� ���L�� ��−y �	� �( �@A� f(x, y) = 
 �

� G�.	P •
#�� �� *�	�� N4�> ����9� �� &'��[� G�
� �	� ����9� �� −x �( �� x 'P� ����@9(

*��� ��� O(�� G�.	P ���>

* f(x,−y) = 
 'P� ��� ���L�� ��−x �	� �( �@A� f(x, y) = 
 �

� G�.	P •
#�� *�	�� N4�> ����9� �� &'��[� G�
� �� �	� ����9� �� −y �( �� y ��8� �
9�

*�	( -��	C� O(�� R� ���	!�  �

�

*f(−x,−y) = 
 'P� ��� ���L�� ��K�C� Ǳ�-@� �( �@A� f(x, y) = 
 �

� G�.	P •
-��	C� N4�> ����9� �� &'��[� G�
� �	� ����9� �� −y �( �� y � −x �( �� x 'P� ,)

*��� �'2 O(�� G�.	P ���> #�� �� *-+
�%&� ,��75
 Ǳ��*
 �� %*.� xy = � ���B ������ ���� ,�-� ,C-H ����

xy = � O(�� ��!� � (−x)(−y) = � ����9� �� −y �( �� y � −x �( �� x '��[� �( -0�
*|'�� o*nNE+} �	+ �� N4�>

xy = � O(�� ���	!� K-H NE+

� B-H �	
��

*-�(��( �� '�� O(�	� ���L� =�'� |p

(a) �xy − x− y + � = 
 , (b) �x+ �y = � , (c) y = −x� − �x� + �

(d) x− �xy − �y = � , (e) y =
x− �

x+ �
, (f) y = x� − �x� + �

(g) x+ xy = � , (h) (y − �x)(x+ y − �) = �

*-+�@� ���L�� &� ��L� �� � ��1 ��� �( �@A� �� -��=( 3�Y� &���	!� |t

���L�� |y = −x} I��/M � I�� ��>�� ��A!�� �( �@A� xy = � O(�� ���	!� -��� ���� |r
*G���� &$�� '$�
 �� ���L� b	� #�� *|o*nNE+} -+�( ��
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#�!� �(  ���0 ��-( �� ���P��/M &�/�@A� '���L� ��	� �� 7*lU� �$ ���� '� &�'( �� �"�0 ��
&�� �@A� ���> #�� �� *��� ��'8 x -
��� ?�	C�� &'�[��  ����� ��-L� &�"( ��	� �� ���'�
�� �/�0 � �	( -
��	1 �L�L> ��-L� R�  x x%�C� '���L� &�'( cot x � tan x � cos x � sin x

^�� -
���@� ���Y%Y� O(�	� ,) *G���� � �S)S� ��* 

y = sin x , y = cos x , y = tan x , y = cot x

� y = sec x O(�	� #�
h!� *�	+ �� ���( '���*$ �A>'( S\ 	!9� � ?�	( ?�	C�� &'�[�� x ��
&�'(  �	( ��'8'( ���Y%Y� &�/�@A� #�( �� ��(�� � �$ �%� *-�� ?��F��� N(�8 ���P =�� y = cscx

*-+�( �� ��'8'( =�� ���Y%Y� O(�	�

y = sin x BC�� ����O
�$ �%� #��'(�
( ��� Rsin = [−�,�] �0 �'( � Dsin = R �L�L> ��-�� �	
�� O(�� �$ 
���
��� ��-��'� �9(�� ,) -�'�P �� ��'8 Wp � p #�( �0 '���L� ��� �'�6) �� �� �L�L> '���L�
'F4 ����� �� b�'+ �( *��� T = �π X��
� ?$��� �( X��
��  O(�� #�� *−� ≤ sin x ≤ � �
9�
N�E�� �� y = sin x O(�� '���L� �� '�� 3�-U  X��
� ?$��� R� �� �	
�� �� &'���L� #�2�� �

^G��� ��

x 

π

�

π

�
�
π

�
π �

π

�
�
π

�
�
π

�
�π

sin x 


√
�

�
�

√
�

�

 −

√
�

�
−� −

√
�

�



*��� O(�� ��	( �'2 �� ���� Ǳ�-@� �( �@A� �0 ���L� � ?�'� ��"�� �� '�� ��	
�� NE+ ��

y = sin x O(�� ���	!� ,M-H NE+
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y = cos x BC�� ����O
�	
�� -
��� � ��� Rcos = [−�,�] �0 �'( � Dcos = R �L�L> ��-�� �	
�A� O(�� �$ 
���
�9(�� #��'(�
( �'�P �� ��'8 Wp � p #�( �/
� �0 N4�> � �'�6) �� �� �L�L> '���L� ���!�

�
9� ��� ��-��'�

−� ≤ cos x ≤ �

-
M �	
�A� #�2�� � 'F4 ����� �� b�'+ �( *��� T = �π X��
� ?$��� �( X��
�� O(�� #��
^G��� �� N�E�� �� y = cosx O(�� '���L� �� '�� 3�-U  X��
� ?$��� R� �� �����

x 

π

�

π

�
�
π

�
π �

π

�
�
π

�
�
π

�
�π

cosx �

√
�

�

 −

√
�

�
−� −

√
�

�



√
�

�
�

��� ?$-
�-���� �/�'� �	� �( �@A� �0 ���L� � ?�'� ��"�� �� '�� ��	
�A� NE+ ��
*��� O(�� ��	(

y = cos x O(�� ���	!� ,,-H NE+

y = tanx BC�� ����O

x�'9� tanx =
sin x

cosx
�!A8 ���1 NE�( � �A�� �%L�A� O(�� �	1 &�	C( ������� O(��

="( �L�L> ��-�� �
9� Dtan = R−{(�k+�)
π

�

∣∣∣k ∈ Z} �� �A���@� �0 �$ 
��� �� �	+ ��
,) ��� Rtan = R �L�L> ��-�� I�!� O(�� #�� �'( *-

� �� 'F4 �� O(�� �'C� �� &��-��

^-�� �� ��-( �� �L�L> '���L� �$ �%�

−∞ ≤ tan x ≤ ∞
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'F4 ����� �� b�'+ �( �0 ���	!� G�� &�'( � ��� T = π X��
� ?$��� �( X��
�� ���Y%Y� O(�� #��
^G����� N�E�� �� O(�� '���L� �� '�� 3�-U  [
, π] X��
� ?$��� R� �� �0 �� &'���L� #�2�� �

x 

π

�

π

�

π

�

π

�

�π

�

�π

�

�π

�
π

tanx 


√
�

�
�

√
�

+∞
∣∣∣
−∞

−
√
� −� −

√
�

�



*��� O(�� ��	( �'2 �� ���� Ǳ�-@� �( �@A� �0 ���L� � ?��� ���� �� '�� NE+ ��

y = tan x O(�� ���	!� ,.-H NE+

-��	1 tanα < tan β ,`� −π

�
< α < β <

π

�
'P� � ��� &�	94 �������  X��
� R� ��

*�	(

y = cotx BC�� ����O
Dcot = R − {kπ|k ∈ Z} _� �
��� � ?-+ x�'9� cot x =

cosx

sin x
�$�(�� �( �������� O(��

Rcot = R *��� �L�L> ��-�� I�!� O(�� �'( *π :�4 ���'� ="( �L�L> ��-�� �
9� ���

−∞ ≤ cot x ≤ ∞

'F4 ����� �� b�'+ �(  �0 ���	!� G�� &�'( � ��� T = π X��
� ?$��� �( X��
�� �������� O(��
^G��� �� N�E�� �� '�� 3�-U  X��
� ?$��� R� �� O(�� '���L� #�2�� �( �
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x 

π

�

π

�

π

�

π

�

�π

�

�π

�

�π

�
π

cot x +∞ √
� �

√
�

�

 −

√
�

�
−� −

√
� −∞

*��� �'2 �9(�� y = cot x �� -�� �� ���� � ?�	( ���L�� Ǳ�-@� �( �@A� N4�> ���	!�

y = cot x O(�� ���	!� ,/-H NE+

*cotα > cot β ,`� 
 < α < β < π 'P� � ��� ���=� �������� X��
� R� ��

� C-H �	
��

&�-� a �� y = cot ax � y = tan ax  y = cos ax  y = sin ax O(�	� X��
� ?��� |p
��A�M ��� ���	C�� �L�L>

*-�
� G�� ;(��
� ?��� R� �� �� y = sin�x O(�� |t

*-�.�!� G�� �� '�� O(�	� ���	!� |pr*n �� pq*n3�E+�} ���Y%Y� O(�	� ���	!� �� ?��F��� �( |r

(a) f(x) = � sin x , (b) f(x) = | sin x|

(c) f(x) = �| cos x| , (d) f(x) = | tanx| + �

(e) f(x) = cos(x− π

�
) , (f) f(x) = � sin x+ cos x

(g) f(x) = sin(x+ π) , (h) f(x) = −| cot x| + �

�$ ���9� &�� ���� [
,
π

�
] �$ %4�2 �� y = � cos x � y = sin x O(�	� �� �L�8� G�� �( |v

*-�(��( �� sin x = � cos x
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10�� =� >���� 2�;
O(�� �( �0 ���'� �� ��� �9(��  �	+ �� ���( O(�� R� �	E9� �� ����� ��	
� �� �h�0
�( �@A� �� �9(�� ���	!� w�L� '�	K� 'P�  ���	!� 'D� �� *-+ -��	1 ���!� O(�� '(�'( �%4�
 ����'+ �� ��� *�A�� O(�� �\��=� �	+ �� N4�> �� &���	!� G���0 ��-( y = x ]1
b	�	� ���.=U �( ����� �� *G���� '�$*� ��� �� [1P� ��� �'�0 � ?�	( O(�� ?-+ �	E9� ���	!�

*G����')��

	
 �C 	
 BC�� ��A�O
f(x) = f(y) �� A �� y � x '� &���( 'P� G�.	P �,(,� F� �� F� �� f : A → B O(��

*x = y �� G�'��( �"��� -+�(
&�� �F�	� �(  ���F�� ��'� ��� �� ��� �� ��� pWp �9(�� �� -�0 �� '( x�'9� #�� ��

O(�� 3�Y� &�'( -+�( ��+�-� ��AE� I��

f = {(�,�), (�,�), (�,�)}

'�� �9(�� #�
M *��� ��AE� I�� &�� �F�	� �( ��'� ��� �� &���� �'�� �A�� pWp �9(��
;�( �� �� �0 �� 3	Z �	� &��	� ]1 '� �� �/U �0 �� ���� �	!%� &���	!� �E� �( R�
]1 '� �'�� -
�A� pWp '�� �9(�	� �� '� m*nNE+ &�����	!� *�	!� -��	1 O�8 ��L� R� ��
R� O(�� � a	2 �� f &���L� �� O(�� ���	!� *-
� �� O�8 ��L� �� �� �/�0  �/�	Z �	� &��	�

*��� ?-�0 pv*nNE+ �� y = ex R� �(

���	!� ��� �� pWp O(�	� ,B-H NE+

*��� R� �( R� ?��( �0 �� -+�( �	
E� &�?��( '( �� �9(�� �FP ��	� ��
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G]�+5�I )/#�/ BC�� ��A�O

����� O(�� g : B → A -
��� �9(�� G�.	P *G�'�P�� 'D� �� �� f : A → B R� �( R� O(��
'P� ��� f

fog(y) = y ; y ∈ Dg

gof(x) = x ; x ∈ Df

g(x) = x�−� � f(x) =
√
x+ � O(�	� 3�Y� &�'( *G��� �� ���� f−� �( �� f O(�� ����� O(��

x+ � ≥ 
 &�'( �'�� -�'��-E� �����

gof(x) = g(f(x)) = g(
√
x+ �) = (

√
x+ �)� − � = x+ �− � = x

*�A�� ����� &����  -+�@� R� �( R� f 'P� *f−�(x) = x� − � G���� x ≥ −� &�'( �
9�
��-� �(  �A�� ����� &���� �6�� ?�	@� R� �( R� H( ��	� g O(�� �� �"�0 �� #�
h!�

*g−�(x) =
√
x+ � G�A�	
( � ��1�� ��]k�� $*� �'�0 ��	� �� x ≥ 
 �( �0 �$ 
��� ��'�

��A!�� �( �@A� �'�0 ��E9�� �A�2�� O(�� R� ����� O(�� #�2�� &�'( &���	!� ��� ��
�( �@A� f &�� (x, y) �$�L� '� ���L� *G���0 ��-(  ��� y = x ]1 �� I	� � 3�� �$ �>��

*-
� �� BC�� f−� ���	!� &�� �� (y, x) �$�L� ��A!�� #��

�� �0 ����� O(��  I	� � 3�� ��>�� ��A!�� �( �@A� �0 ��E9�� �� ��'2 O(�� ,C-H NE+
���� ��
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������� �� f(x) =
�x+ �

x− �
���B ,���� ,E-H ����

xy−�x = �y+� #����W#�2'Z �( *x =
�y + �

y − �
G�A�	��� y � x ;L� '��[��( -0�

*f−�(x) =
�+ �x

x− �
#��'(�
( y =

�+ �x

x− �
G���� y ����0 ��-( �( � xy−�y = �+�x �

*�+6P pq*s3�Y� 3J1 �� �� ����� O(�� ����0 ��-( �� ��� ���Y�  =�� #�� �( ��@+
O(�� �'( � �
��� #�( w�@��� &�'( � f−�(f(x)) = x � f(f−�(x)) = x ����� O(�� x�'9� 7@Z
��  '�6`�� ��� O(�	� #�'�2�'9� �� *��� ��'8'( Rf = Df−� � Df = Rf−� ](�� � �0 ����� �
'�� pu*nNE+ �� �� ��� y = ln x �0 ����� O(�� � y = ex �.�!� O(�� -���� &���� �'(���

*-�� ?-+ ?��� ����

�!������ O(�� �0 ����� O(�� � �.�!� O(�� ,E-H NE+

���X,X� ]�+5� BC��� ��A�O

*-
+�( �� ����� &���� -
+�( pWp �� &�?��( �� =�� ���Y%Y� O(�	�  &�'(��� �9(�	� ��	
� �(
�	
�� �� ��� &������ �� ���@� �0 � �?��� ���� sin−� x �� arcsin x �( �� sin x O(�� �����

 cos x O(�	� ���'� #�!� �( � arcsin
�

�
=

π

�
,`� -+�( sin

π

�
=
�

�
'P� ,) *��� x �0

'(} �� ����� � ��2'P �� �L�L> '���L� ���Y%Y� �	E9� O(�	� *-
�	E9� &���� cot x � tanx

^-�
�@( �� '�� &�� 3�Y� *-���6P �� �� ����1� �� |������ �A>

arcsin� =
π

�
, arccos

�

�
=
π

�
, arctan� =

π

�
, arccot

√
� =

π

�

"�:�� �� 	��C��� arc �� �+�&8&� O.P� ���� ���� -�� �� ���
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�� �/
� arcsin x �0 �	E9� #��'(�
( � ��� R� �( R� [−π

�
,
π

�
] �$ %4�2 �� �/
� sin x O(��

� ?��� ���� arccos x �( �� cos x O(�� �	E9� ���'� #�!� �( *��� ?-+ x�'9� �%4�2 #��
*���� ����� �%4�2 #�� �� �/
� #��'(�
(  ��� R� �( R� [
, π] �$ %4�2 �� �/
� y = cosx �	M
�	E9� � ��'P �� x�'9� [−π

�
,
π

�
] �%4�2 �� �� ?��� ���� arctan x �( �� tanx O(�� �	E9�

arctan � arcsin *�	+ �� x�'9� [
, π] �$ %4�2 �� �� G��� �� ���� arccot x �( �� cot x O(��
*-�� ���=� '��� &���� � &�	94

y = f(x) Dy Ry

y = arcsin x − � ≤ x ≤ � , −π

�
≤ y ≤ π

�

y = arccos x − � ≤ x ≤ � , 
 ≤ y ≤ π

y = arctan x x ∈ R , −π

�
< y <

π

�

y = arccot x x ∈ R , 
 < y < π

y = arcsec x |x| ≥ � , 
 ≤ y ≤ π , y �= π

�

y = arccsc x |x| ≥ � , −π

�
≤ y ≤ π

�
, y �= 


?-+ x�'9� N4�	2 �� ���Y%Y� �	E9� O(�	� ���	!� ,H-H NE+
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���Y%Y� O(�	� &�'( ��4�1 #�� �� f−�(f(x)) = x � f(f−�(x)) = x ����� O(�� x�'9� 7@Z
J\ Y� *��� ��'8'( =�� �/�0 �	E9� �

arcsin(sin x) = x , sin(arcsin x) = x

x < 
  �	� ���� %��+ ,H-H ����

arctan x = −π

�
− arctan

�

x

� a = arctan x �'2 �( ��E
�� &�'( � arctan x+ arctan
�

x
= −π

�
�� G�
� �� �(�f -0�

^G�A�	� �� ����� b	!"� ������� 3	�'2 �� b = arctan
�

x

tan(a+b) =
tan a+ tan b

�− tan a tan b
=

tan(arctan x) + tan(arctan
�

x
)

�− tan(arctan x) tan(arctan
�

x
)

=
x+

�

x

�− x
�

x

= −∞

*-�0 �� ��-( X	%��  ����'2 &��6���U �( �� a+ b = −π

�
,) *x < 
 �'��

� E-H �	
��

�-
E� �( R� ��+ �$ 
��� &�� '�� O(�	� �� R���-� |p

y = �x+ � , y = x� − � , y = �x� + � , y =
�

x
, y =

�x− �

�x+ �
, y = ln |x|

�-�'��-E� ����� h(x) =
�− x

x
� f(x) =

�

�+ x
O(�� �� ��0 |t

*-���0 ��-( �� '�� O(�	� ����� |r

f(x) =
�− x

�x+ �
, g(x) =

�

x
, h(x) =

√
x− �√
x

, i(x) =
√
�x� − �+ �

j(x) = e�x + � , k(x) = �− �x , l(x) =
�

�
√
x− �

, m(x) =
�
√
e�x − �

*-�(��( �� '�� ���Y%Y� ����@� '���L� |v

arcsin

√
�

�
, arcsin

�

�
, arcsin−� , arccos�

arccos

√
�

�
, arctan(+∞) , arccot (−∞) , arcsin−

√
�

�

arccos(cos
�

�
π) , cot(arctan�) , arctan�+ arctan
/� , cos(arccos

�

�
)

sec(arcsin(−�
�

)) , arccos(sin
π

�
) , cos(arcsin �

�
+ � arccos �

�
) , arccot(tan�)

cot(arctan(−�)) , sin(� arcsin �

�
) , sin(arcsin �

�
− arccos �

�
) , cos(arcsin

�

�
)

*arctan x+ arccot x =
π

�
-�
� �(�f |s

*-�.�!� #��9� =�� �� �/�0 �'( � �
���  ?�	!� G�� �� arccsc x � arcsec x O(�	� ���	!� |u
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W-
��!� �� ����� G/2 � N�/A� �( &���� R!� �!%� H>�@� �1'( �� �� W &'�����) O(�	�
�� �( �� NL�A� ��-L� R� �� f : R → R� O(�� '� *-
�A�� �%@8 O(�	� �� �.�="� � Q�1 O(�	�
�9(�� I�-� '� y � x �� f(t) = (x, y) �
9� �	+ �� ?-���� &���*$�@ ��� R�  �'( �� ��-L�
'�[�� �6�  ��� e��� '���( R�=�2 �� O(�	� ��	P #�� 3�!9��� �	M *-
�A� t �A> '( �L�L>
&'�����) O(�� � ?��� I�"�� �� ��� #�� ��9@� �( =�� �� *-

� �� �'2 |����} t S\ 	!9� �� NL�A�

^�'�P �� �	C( �� '�� NE+ y � x ��A(�� '�[�� �� �({
f : R → R�

f(t) =
(
x(t), y(t)

)
O(�� 3�Y� &�'( *Df ⊆ Dx ∩Dy � -�� �L�L> �9(�	� y(t) � x(t) ��

f(t) = (t� + �,�t− �)

J\ Y�} O(�� ��98	� ?$-

� BC�� f(�) = (�,�) �$�L� t = � &���( *��� &'�����) O(�� R�
*��� ��K�C� �$F4 �� |?�5 R�

� ���0 ��-( �� O(�� �
!� �� :�'4 NE+  O(�� R� &'�����) NE+ �� ��	� �� �\<9(
*�	!� y6> y(t) � x(t) O(�	� #�( �� t '�����) -��( ��E
�� &�'(

M�h��4
 �� t 	5
���J eo8 �� �%&� "�� "���
{

x = �t

y = �t� − �
 	5
���J ���B ,I-H ����

���.���� �� ���B 3��^ �� y�	< ;?�
�� y = �(

x

�
)� − � G���� I�� ����9� �� &��6���U �( t =

x

�
,) x = �t �	M -0�

*��� y = �x� − � �!/�  X�	U

;?-� �	�1 f(t) = (sin t − �,� cos t + �)  	5
���J ���B �� 	5
���J eo8 �� ,K-H ����
�H
 ≤ t < πK ��.���� 3��^ �� y�	<

�-���� ��	� �( �� y − �

�
= cos t � x+ � = sin t G����

{
x = sin t− �

y = � cos t+ �
�� -0�

*-�0 �� ��-( (x+ �)� +
(y − �)�

�
= � �
!� O(��  #�2'Z O!U �

&3�+&���*$�@ �� N!� #�� �� �� �+	� &'�����) NE�( ��	� �� �� y = f(x) h��i ��� '�
NE+ #�'� ?��� �( �� �	!� ��	
� �� ��	P��	P &�� &���&'�����) ��	� �� O(�� #�� &�'( *G����

���> �� �'�0  O(�� R� '�/( &��� &'�����) &�'( *���0 ��	� ��
{

x = t
y = f(t)

��	K( �'�0

*G�
� y6> ��	� �( �� �/��E���� G�
� �� �9� J\ Y� G�A�	� �� &'��	!%� NE�( � ���1 ?-�h�)
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^-�
� �U	� '�� &�� 3�Y� �(

y = x� =⇒
{

x = t

y = t�
=⇒ f(t) = (t, t�)

y =
x�

�
− � =⇒

{
x = �t

y = t� − �
=⇒ f(t) = (�t, t� − �)

y =
√
x+ � =⇒

{
x = t�

y = t+ �
=⇒ f(t) = (t�, t+ �)

y = (x+ �)� =⇒
{

x = t− �

y = t�
=⇒ f(t) = (t− �, t�)

'�A� �	P��	P &�� &��� &'�����) � ��� �

� &��D� ;��!�) O8�� �� &��� &'�����)
*�A�� '�A� �

� &�� ;��!�) '��[� =U &=�M  ?�5 R�

*-
�� �� ���� &'�����) �9(�� ��	K( �� ?�5 R� O�	� �� ��E� R�=�2 �� �F�J!4�
�$D� '� �� �� ?�5 ��98	� f(t) =

(
x(t), y(t)

)
� ?-+ X	A� ?�5 �$ ���� ��E� t = 
 ��E�

��'> A(x�, y�) �$�L� �� �F4 &�� &'�A� ��-��� �� &� ?�5 'P� *-
� �� BC�� t(s)
?$��-�� �( ��C�� G�L�A� �.�"(�U  -�'( B(x�, y�) �$�L� �( � -
�

|AB| =
√

(x� − x�)� + (y� − y�)�

�� �� '�� |AB| ]C�� G�L�A� �.�"(�U �� &� ?�5 T+�� ���+ ���'� #�-( *��� ��+��

*�	+ �� �2'9� |����f '( '��} v =
|AB|
t

'(�'( ?�	!� �Z ����f t ����

,�?
 �%&� "��2#-
 f(t) = (�t�+�,�t) 	5
���J ���B ��  �"�D ,�?
 .M-H ����
������� t = �/�s ��\/$ �� �	�1 ,�?
 X�� � "�D �� �$��

f(�/�) = (�/�,�/�) �$�L� �� t = �/�s �$D� �� � f(
) = (�,
) ?�5 �$ ���� ��E� -0�
*��� O8��

�%&� f(t) = (t�−�,�t+�) 	5
���J ���B ;?-� �/S< ��  �"�D %�4'�
 .,-H ����
=%&� ��76 �s �B �s �� "�D (&�5
 %	& ����� ���J t = �s,�s,�s ��\/$ �� �� "�D ,�?


f(�) = (�� − �,�(�) + �) = (�,�) I�� ����f �� ?�5 ��E� *N>

f(�) = (�,�) I	� ����f �� ?�5 ��E�

f(�) = (��,	) I��/M ����f �� ?�5 ��E�

|f(�) − f(�)| =
√

(��− �)� + (	− �)� m

=
√
��
m ����f �� �Z ?�5 ���"(�U

v =

√
��


�
= �/�

m

s
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3�E+� �>�'�Z �� �� -
�A� ��!G�J� &�������  &'�����) &�� �

� #�'�!/� �� �&$��P��
��2'�P ��E( � ��	1 Q	KC( ��9
4 ��-���	� �>�'�Z �� ��> � �	P��	P &����!�  x%��C�
��"�� &�'( =�� CAD �!�A�� -
!2-� &�� �>�'Z � ���������0 &�� ?��') �� *�	+ ��

*�	+ �� ��2'P R!� '��=( &�� �

� Q�	1 �� w	�1 �� �	8

G�� BezierDraw ��=2� I'� �( � '��=( &�� g'Z ���� '( �� ���E+� ,I-H NE+
*-��?-+

P�(x�, y�) � P�(x�, y�) � P�(x�, y�) &�="� �$�L� �� ]�	� �� �� �U�� '��=( �

� R�
^��'P �� ���( '�� &'�����) �S��9� �( �	+ �� �2'9�{

x(t) = x�(�− t)� + �x�t(�− t) + x�t
�

y(t) = y�(�− t)� + �y�t(�− t) + y�t
�

, 
 ≤ t ≤ �

&�="� �$�L� ��/M �( =�� �� �U�� '��=( �

�

P�(x�, y�) , P�(x�, y�) , P�(x�, y�) , P�(x�, y�)

^��� '�� &'�����) �S��9� &���� � ?-+ �2'9�{
x(t) = x�(�− t)� + �x�t(�− t)� + �x�t

�(�− t) + x�t
�

y(t) = y�(�− t)� + �y�t(�− t)� + �y�t
�(�− t) + y�t

�
, 
 ≤ t ≤ �

���'� *-
� �� BC�� �� P� �.�/��� �$�L� t = � � P� b�'+ �$�L� t = 
 �� -�
� �8�
*-
�A� #�	��WI��1 H%Y� ���'� ��!� '��=( �S��9� �� ?-+ '��� �J!U

Pierre Bézier (����−����) �:�B� ���Q ��)��R '�
:4��� ��9�R� �� Bezier Curves 5�

"��� S�<)� ��:�� ��6��� ���! �P�T �� ��
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�����.� �� ���� 	��X� 3�/�
 E� P�(�,�) � P�(�,�) MP�(�,�) ��f7� �& �� ..-H ����
���� 3�� ��* P� ��f7� �� 3�/�
 )�� �� ���� ,�-�

^G�A�	� �� '��=( �

� &'�����) NE+ �� ?��F��� �( -0�{
x(t) = x�(�− t)� + �x�t(�− t) + x�t

�

y(t) = y�(�− t)� + �y�t(�− t) + y�t
�

, 
 ≤ t ≤ �

^G���� P�(�,�) � P�(�,�)  P�(�,�) w�L� &��6���U �({
x(t) = �(�− t)� + �t(�− t) + �t�

y(t) = �(�− t)� + �t(�− t) + �t�
⇒

{
x(t) = �t+ �

y(t) = −�t� + �t+ �

*��� 
 ≤ t ≤ � ��
?-�0 ��-( y = −�

�
x� +�x− �

�
�� �U�� '��=( �$ ���9�  �S��9� #�( t '�����) y6> �(

�!/� #�� NE+ *-

� a-4 �0 �� -��( �.�/��� w�L� �� ��� #�� ��@��� ����� w'+ �
�$�L� �� �

� #�� *-�.�!� BC�� �0 &�� �� '��=( w�L� � ?�	!� G�� ��>�'( -���	� �� ��

*-
� �� BC�� �� y = �/� ��-L� x = � &���( �'�� -
� �!� �	@� P�(�,�) �����
'��=( &�� �

� '�� po*nNE+ ��

(a)

{
x(t) = � cos t− cos�
t
y(t) = � sin t− sin�
t

, 
 ≤ t ≤ �π

�

(b)

{
x(t) = t− � cos�t
y(t) = t− � sin�t

, −�π ≤ t ≤ �π

*-�� ?-+ G�� �1!���� ��=2� I'� �( �� -�.�!� �� �D>J� ��

'��=( &'�����) �

� �� ,K-H NE+

&�=�� &��'�
�') �1'( �� ����!� '��� � y�'> � 3�E+� #��9� �� #�
h!� '��=( &�� �

�
*�	+�� ?��F��� �� �

� G�� &�'( '��=( _�� �� ��-
�� Paint ��=2� I'� �� *-�� � �� ��E( =��
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-�)!�1 H-H �	
��

�� '�� &�����	!� I	� � 3�� ��>�� ��A!�� � |o*nNE+} y =
�

x
O(�� ���	!� �� ?��F��� �( |p

*-�
� G��

y = x+
�

x
, y = |x|+ �

|x| , y = x+ �− �

x− �
, y = −x+

�

x

*-�
� G�� �� '�� O(�	� ���	!� |pr*sNE+} y = ln x ���	!� �� ?��F��� �( |t

y = ln |x| , y = | lnx| , y = ln |x+�| , y = � ln x+� , y =
∣∣ ln |x|

∣∣

*-�
� X�A> �� Dgof � gof '���L� g(x) = �
√
�x− � � f(x) =

x+ �

x− �
'P� |r

*-�
� X�A> �� Dfog � fog '���L� g(x) =
�√
x

� f(x) =

√
x− �

�− x
'P� |v

*-�
� X�A> �� Dgog � gog  Dfog  fog '���L� g(x) = sin x � f(x) =
√
x 'P� |s

'P� |u

f(x) =

{
x� , x ≥ �

�− x� , x < �

�
g(x) =

{
−x , x ≥ 
√−x , x < 


*fog � gof O(�	� �$ @��� �A(	%��

*fog(x) �= gof(x) �%� ���> �� G���� �� |n
*fog(x) �= gof(x) �� -��=( 3�Y� g � f O(�� �� |x��
*fog(x) = gof(x) �� -��=( 3�Y� g � f O(�� �� |X

*ffff(x) � ffff(�)  fff(�) '���L� �A(	%�� f(x) =
�

x
'P� |m

*�A�M ffff(�) � fff(�) '���L� f(x) =
x

x+ �
'P� |o

*-�.�!� G�� �� �/�0 ���	!� � ?�'� ?��� �� '�� O(�	� �$�(��  O(�	� ���'� �� ?��F��� �( |pq

f(x) = sgn(u(x)) , g(x) = u(sgn(x)) , h(x) = u(sgn(x) + x)

i(x) = u(|sgn(x)|) , j(x) = xsgn(x� − �) , k(x) = sgn(x+ �) + sgn(x− �)



�����  ��� ; ��� ��V

*��� &�	94 �9(�� f(x) = x� − � -��� ���� |pp

*-�.�!� BC�� �� '�� O(�	� ��	( ���=� �� � &�	94 |pt

y = �− |x| , y = ln x+ � , y = arcsin x , y =

√
x− �√
x

, y =
�

x�

*��� ���=� �� &�	94 �/�0 '( y = x� − �x+ � O(�� �� -�(��( �� �.�� ?��( |pr

*���=� �� ��� &�	94 ��'2 �� ��� ��� �9(�� G�� ���� O(�� |pv

*-�
� #��9� �� '�� O(�	� ��	( �'2 � ��� |ps

f(x) = �|x| + � , g(x) =
∣∣|x| − �

∣∣ , h(x) = x� − �

i(x) = sgn(x) , j(x) = x� + x+ � , k(x) =
x� + �

x� − �

l(x) = u(x) − u(−x) , m(x) = �

√
|x| + � , n(x) = x|x| − �

√
x

*-�.�!� BC�� �� '�� O(�	� X��
� ?��� |pu

y = sin�x , y = cos�x , y = �x−[�x] , y = | sin x| , y =
[
| sin x|

]

*-�
� #��9� �� '�� O(�	� ��'� |pn

y = � sin x+� , y = cos� x , y = x�−�x−� , y = �−|x| , y =
√

sin x

��A�M M(�,−�) �$�L� �( �@A� A(�,�) �$�L� �$ 
� '8 |pm

*-�(��( (−�,�) �$�L� �( �@A� �� y = �x� − �x+ � O(�� �$ 
� '8 |po

*-�
� �-�) �� y = x� − ��x+ � O(�� ���L� =�'� |tq

*-�(��( ��K�C� Ǳ�-@� �( �@A� �� y = sin x+ x cos x O(�� �
�'8 |tp

*|k > 
} ��� |x− α| + |y − β| = k O('� ���L� =�'� (α, β) ��L� -��� ���� |tt

*|k > 
} ��� |ax− b| + |cx− d| = k O('� ���L� =�'� (
b

a
,
d

c
) ��L� -��� ���� |tr

*��� |y| = |x| + |x+ a| + |x− a| ���	!� ���L� =�'� ��K�C� Ǳ�-@� -��� ���� |tv

Ǳ�-@� �( �@A� y =
�
√
x� + ax� + bx+ c ���	!� �� -�(��( ��
M �� c � b � a '���L� |ts

*-+�( ���L�� ��K�C�

*�� �� -
�A� R� �( R� g(x) = x� − � � f(x) = x� + � O(�	� ��0 �� -�
� ���'( |tu
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*-���0 ��-( -
�A� R� �( R� �� &��%4�2 �� �� '�� O(�	� ����� |tn

(a) y =
�− x

�x+ �
, (b) y =

√
�x� − �+ � , (c) y =

√
x− �√
x

(d) y = x� + �x− � , (e) y = � ln x+ � , (f) y =
ex − �

ex + �

^-�
� �(�f |tm

(a) arcsin x+ arccos x =
π

�
, (b) arctan x+ arccot x =

π

�

(c) arctan�+ arctan� =
�π

�
, (d) � arctan x+ arcsin

�x

�+ x�
= π (x > �)

(e) arcsin
�

��
+ � arctan

�

�
=
π

�
, (f) sin(

�

�
arcsin x) =

�

�
(
√
�+ x−

√
�− x)

*�(�f ��� &��-L� f(�+ x)f(�− x) �� -�
� �(�f f(x) =
�− x

�x− �
'P� |to

*f(x) �$ @��� �A(	%��  -+�( f(
x− �

x
) + f(x) = x 'P� |rq

*-�(��( �� f(x) O(��  -+�( f(x− �) + �f(�− x) = �− x 'P� |rp

�!/� ���	!� � ?�	( f(x+ �) − f(x) = �x+ � �� -�(��( ��
M �� y = f(x) �!/� |rt
*��6�( ��K�C� Ǳ�-@� ��

*f(x�) + �f(x) =
(
f(x)

)� -��� ���� f(x) = x+
�

x
'P� |rr

���Y%Y� &�/�@A� �A(	%�� -+�( I	� O(� �� ��!� &�/��� � x = arcsin(
√
� cos x) 'P� |rv

*x �$ ����

*-�.�!� N> �� '�� �S��9� |rs

(a) logsin x
cos x + logcos x

sin x = � , (b) (x− �)� + (x− �)� = �

(c) arcsin x = arccos�x , (d) arcsin x+ arcsin�x =
π

�

*-�
� N> �� '�� &�/������ |ru

(a)

{
|y − �| − x = �,

|x− �| + |y − �| = �.
, (b)

{
�x− |y| − � = 
,
�|x| + �y + 	 = 
.

(c)

{
logx

�− logy

�
= �,

logx
�− logy



= �.

, (d)

{ √
x−√

y = �
√
xy,

x+ y = �
.

(e)

{
ln x− ln y = �

�x− y = �e− � .
, (f)

{
ln x− ln y = �

�x− y = �e− � .
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����� x��<� ���� �� a �M &���( (�a− �)x� − (a+ �)x+ a = 
 �$ ���9� |rn

*-�A�	
( |t '�����) �(} &'�����) �S��9� NE�( �� '�� O(�	� |rm

(a)
√
y =

√
x− � , (b) y =

�
√
x+ �+ � , (c) x� + 	y� = 	

(d) y =
√

ln x , (e) y = e
√

x+� , (f) x� + y� = ��

(g)
√
x+

√
y =

√
xy , (h) y = � ln(x− �) , (i) y = sin(arcsin x)

-�
� �9� *-�(��( �� N4�> �

� �$ ���9�  t '�����) y6> �( '�� &'�����) �S��9� �� |ro
*-�
� G�� =�� �� N4�> NE+

(a) f(t) = (�t,
√
t) ; 
 ≤ t ≤ � (b) f(t) = (cos t, sin t) ; 
 ≤ t ≤ �π

(c) f(t) = (t�, t�) ; 
 ≤ t ≤ � (d) f(t) = (� sin t, cos t) ; −π ≤ t ≤ π

(e) f(t) = (sin t,� cos� t) ; 
 ≤ t ≤ π

(f) f(t) = (� sin t,� cos t) ; 
 ≤ t ≤ �π

(g)

{
x = sin�t
y = cos t

; 
 ≤ t <
π

�
(h)

{
x = �+ � sin t
y = �− � cos t

; 
 ≤ t <
π

�

(i)

{
x = �

t + �
−t

y = �
t − �

−t ; t ∈ R (j)

⎧⎪⎨
⎪⎩

x =
�t

�+ t�

y =
�− t�

�+ t�

; t ∈ R

�$F4 �� ?�5 �� '�A� &'�����) �S��9� y(t) = �t � x(t) = �t� +� O(�	� �F�J!4� |vq
�� ���5 #�� *-�
� �-�) t = �s,�s,�s ��D� �� �� ���5 ��98	� *-
�A� ��K�C�

�-

� �� ��	1'( G/( �"� �

��K�C� �$F4 �� ?�5 R� &'�����) '�A� f(t) = (t + �,
√
t+ �) O(�� �F�J!4� |vp

&�/���� �� �� ?�5 #�� ��98	� *-�A�	
( :�'4 &� ����9� ?�5 #�� '�A� &�'( *���
*-�.�!� �@��� ����f e
) #�� �Z �� ?�5 #�� ]�	�� ��'� *-�
� �-�) t = �s � t = 
s

&���� &��'������ '��=( &�� �

� �� ?��F��� �( &�=�� &��'�)�M �1'( �&$��P�� |vt
��"�� �( ���8 ��> ��E
�� �( *-

� �� ��"�� �U�'1 �F4 &�� �� C y'> -
��� �
��
��L� ��/M ���
� X�C��� �(  C '������ ��"�� &�'( *�	( -
��	1 =�� &'� ?-�h�) 3�E+�
#�� &�'( ��	@L� NE+ � ��2�� �� N4�> �$� �U�� '��=( �

�  ��K�C� �$F4 ��
��=2� I'� �� w�L� G�� �( =�� � ?�'� G�� �� ?-�0 ��-( �

� NE+ *-�(��( '������

*-�.�!� �A��L� ��=2� I'� #�� �( �� �	1 �$"���  �/�0 &�� �

� G�� � ��-
�� Paint
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M �4�	1 � O(�	� ���	!� ?$��(�� � G��1	�0 �.��=�M x%�C� O(�	� ?��(�� N@8 3	K2 ��
� ��� ?��� ���	!� -
M ;��!� �� '� ?-�h�) &��-> �� ��� F� $��4$ ��� *G��'� �@4 �/�0
�L�L> �� � �A��� G���	1 '���( O(�	� ���2� ?$��(�� NK2 #�� �� *�+6P �0 �� ��� -��@�

*��� �L�L> �	� &�� x%�C� O(�	� $��4$ ���'( &�'( &���0 NK2 #��

�@ A�9'� ��B
#�� �Z O(�� ���2� ���'( � BC�� �$�L� R� �( w�L� ��'� R��=� y��'�� -> I	/F�
-
��� ���'F� O(�� ���2� G���	C( -�
� �'�2  ����� 7�8� x�'9� �( ���� ��-( *��� �E��=�
-
M  ��� #�� &�'( *G�.�!� ���'( �� �	+ �� R��=� a = � �( x ��8� f(x) = �x + �

��-( �/�0 &�'( �� O(�� N4�> � ?�'� X�C��� |�0 &��
� w�L� �
9�} � ����A!� �� �� �-�
^G�
� �� X�C��� q�p �$ %4�F( � [
/�,�/�] �$ %4�2 �� �� &��
� w�L� #�� *G���0��

?-+ X�C��� x 
/� 
/� 
/� 
/	 p �/� �/� �/� �/�

?-�0 ��-( f(x) �/� �/� �/� �/� r �/� �/� �/� �/�

�( f(x) ��-L� �	+ �� R��=� R� �( x ��8� �� -
�� �� ���� 3�-U �� N4�> w�L�
r �!� �( y  -
� �� N�� p �!� �( x ��8� G�.	P ���> #�� �� *��'P �� R��=� r �-�
��L� ����A!� �� ���	C�� w�L� ���� ��'8 N4�> ��  O(�� -> �� I	/F� #�� *�'� -��	1 N��
f(x) = �x + � O(�� �� p �-� &��6���U �( �\!�L�A� � ��2'�� ��E( N!� �� �� ��� O(�� ��

�!�



	!�"��# � �� ? ��� �!�

^�G�A�	� �� � G���0 �� ��-( �'�0 ->

lim
x→�

�x+ � = �

*�	+ �� N4�> p*mNE+  ������ ��K�C� �F4 �� 3�-U w�L� G�� �(

R� �E��=� �� y = �x+ � O(�� -> ,-I NE+

!%&� 	�� ����� ���B ��6 �8 �� ]O5#
  �� A�l
 ,-I ����

lim
x→�/�

�[x] + � = �(�) + � = �

lim
x→π

sin x− � = 
− � = −�

lim
x→�

�x+ �

�x+ �
=
�(�) + �

�(�) + �
=
�

�
=
�

�

lim
x→�

�x− sin�x

cos x+ �
=


− 


−�+ �
= 


lim
x→�

√
x+ �

�−√
x+ �

=
�

�

�N� lim
x→a

f(x) = l �:$N U�� �� '�:� -:�? '� �4��� 7��P+ 5�

∀ε > �, ∃δ > �, s.t. |x − a| < δ =⇒ |f(x) − l| < ε

� �� ��/� δ 
�)�� �4��C� �
@ �� ��)� �I 8T�R �� �:�� �� ��9�)� '��? a �G���/6 �� �2�D) �+���P�

6�! ε 
�)�� V��C� ��
@ �� ��/� ��4�@ ��� ��� l �IWD) �� ��)� V�@ ��
D� �X�D) -�� ��9�)� ��

"���� ��� δ 
�)�� ���9�)� ε 
�)�� ���9�)� �6 ���� 7��P+ -�� Y�2 "��
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N�� l �!� �( f(x)  ?�'� N�� a �!� �( x ��8� �
9� ���� �	U� O(�� -> ��8� �%� ���> ��
^G�A�	� �� -
�

lim
x→a

f(x) = l

�/�0 �(  G���0 ��-( �="� �	�( O(�� ���� � iM &�� ����A!� &�'( �� O(�� R� -> 'P�
-> �� ���� �	U� ��8� O(�� R� -> *G�
� �� aJZ� x→ a+ �+*$ 	� � x→ a− nN 	�

�
9�  -
+�( '(�'( G� �( ���� -> � iM

lim
x→a−

f(x) = lim
x→a+

f(x)

#�� �� *G�(��(  -
� �� N�� t �!� �( x ��8� ��
{

x+ � , x ≥ �,
�− x , x < �.

O(�� -> G���	1 ��

��A��( �6� ��� ���F�� ��(�� �� �� x = � �$�L� &�'( ?-+ x�'9� ����A!� w�L� �	M O(��
��-> #��'(�
( *x → �

− iM �!� �� ��@E� � x→ �
+ -+ R��=� t �( ���� �!� �� ��@E�

^-�0 �� ��-( #�
M O(��

(x ≥ �&�'(} ���� -> lim
x→�+

f(x) = lim
x→�+

x+ � = �+ � = �

(x < �&�'(} iM -> lim
x→�−

f(x) = lim
x→�−

�− x = �− � = �

lim
x→�

f(x) = � �� �A���@� O(�� ->

������� ��� 3
 ;�
 b %�& �� x 35'� �� f(x) =
|x|
x
���B �8 .-I ����

^G���0 �� ��-( �� ���� � iM ��-> � G�'�P �� 'D� �� ���> �� N@8 3�Y� -
��� -0�

(x ≥ 
&�'(} ���� -> lim
x→�+

f(x) = lim
x→�+

x

x
= �

(x < 
&�'(} iM -> lim
x→�−

f(x) = lim
x→�−

−x
x

= −�

*���-� �	U� x = 
 �� O(�� -> �

������� ��� 3
 ;�
 d %�& �� x 35'� �� f(x) =
[x] − �

[x� − �] − �
���B �8 /-I ����

(x > �&�'(} ���� -> lim
x→�+

f(x) = lim
x→�+

[x] − �

[x� − �] − �
=
�− �


− �
= �

(x < �&�'(} iM -> lim
x→�−

f(x) = lim
x→�−

[x] − �

[x� − �] − �
=


− �

−�− �
=
�

�

*���-� �	U� x = � �� O(�� -> ,)



	!�"��# � �� ? ��� �!#

!/" :�(�3 :�-��R / �Y1� #�K ����P
 G���� �� ��'8 O(�� �� �� a ��-L� x→ a -> #�2'P &�'( �� p*m-
��� &�?��� &�/��Y� '( ?�J�

^-�
� �U	� �� '�� ��-> �( *���� �	U� =�� &'��� N.�A�

lim
x→�

x− �

x� − �
=
�− �

�− �
=





, lim

x→+∞

√
x� − �− x = ∞−∞

 &���	� #�
M #�� �� *-�0 �!� ��-( ��-> '���L�  '�[�� ��-L� &��6���U �( �� -�
�( ��
��E( �� &-��	8 �0 ����0 ��-( &�'( � ?�	( f�9� ->  ��� ∞−∞ �� 




'(�'( -> ��-L� ��

 ∞∞ �� -
���@� -�	+ �� ?-���� f�9� $i �� G/@� ���	� *�	!� G���	1 ���( N�5 �� �� G�'(��

*




� ∞−∞  
×∞

6�YC� B(# 0��C �%!�$�� � ?!���.� ����P
�� �'C� � ��	4 X'� �( ���	� �1'( �� � �'C� � ��	4 �$ �="� � ������ ��'(��E( �(

^-�
� �U	� 3�Y� -
M �( *-�	+ �� I�/(� O2� ��-> ��>�'( �/U��=�

lim
x→�

x− �

x� − �
=





= lim

x→�

x− �

(x− �)(x+ �)
= lim

x→�

�

x+ �
=
�

�

lim
x→�

x� − �

x� − �
=





= lim

x→�

(x− �)(x� + x+ �)

(x− �)(x+ �)
= lim

x→�

x� + x+ �

x+ �
=
�

�

lim
x→�

(x− �)�

x− �
=





= lim

x→�

x− �

�
=



�
= 


lim
x→�

x� − �x+ �

x� + �x− �

=





= lim

x→�

(x− �)(x− �)

(x− �)(x+ �)
= lim

x→�

x− �

x+ �
=

−�
�

�A�2�� x→ a �� ��8�  -+�( &��%!U -
M �'C� � ��	4 �( &'A� O(�� 'P� Q�1 ���> ��
*G�
� ��="� �� �/�0  x− a I�/(� N��� '( �'C� � ��	4 �� I�-� '� G�AL� �(

	�� �8 �� *&�/
 %.��Of
 B-I ����

lim
x→�

x� − �x� − 	

x� − �x� + �x− �

�� �"�0 �� -0�

lim
x→�

x� − �x� − 	

x� − �x� + �x− �
=

��− ��− 	

��− ��+ ��− �
=






x−� I�/(� N��� '( ���P�-U �� �'C� � ��	4  �0 �� I�/(� O2� &�'( � ?�	( G/@� =�� -> #��
^G���� *G�
� �� G�AL�

lim
x→�

x� − �x� − 	

x� − �x� + �x− �
= lim

x→�

(x− �)(x� + �x� + x+ �)

(x− �)(x� − x+ �)
=
�


�
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!�	� "	0� 	�� ��/B� �� ,��B 3
 ���8 39	� �� *&�/
 �� ,-I ����

xn − an = (x− a)(xn−� + xn−�a+ xn−�a� + · · · + x�an−� + xan−� + an−�)

lim
x→�

x� − ��

x� − ��
�8 %.��Of
 C-I ����

G���� S�( ���� �� ?��F��� �( -0�

lim
x→�

x� − ��

x� − ��
= lim

x→�

(x− �)(x� + x��+ x�� + �
�)

(x− �)(x� + x�+ ��)

= lim
x→�

x� + �x� + 	x+ ��

x� + �x+ 	

= �

���	� �1'( �� ���E���� ��-> �$ @��� �� ���  -
���� '� �\@��� a	2 �	�6� &�/+�� -
M'�
��	4 �� &��-> &�'( *�	!� �@��� �� ->  ���@� ���=� �� �'C� � ��	4 X'� �( -��(

^-�
� �U	� '�� &�� 3�Y� �(  -
�A� ���E���� �/�0 �'C� ��

* lim
x→�

√
x+ �− �

x− �
�8 �� *&�/
 E-I ����

lim
x→�

√
x+ �− �

x− �
= lim

x→�

√
x+ �− �

x− �
×

√
x+ �+ �√
x+ �+ �

*N>

= lim
x→�

(x+ �) − �

(x− �)(
√
x+ �+ �)

= lim
x→�

�√
x+ �+ �

=
�

�

���>��� �*&�/
 �� 	�� �8 H-I ����

lim
x→�

√
�x+ �−√

x− �

x− �

^G�
� �� X'� �0 ���=� �� � &-
( ���� �� ��	4 �J!U -0�

lim
x→�

√
�x+ �−√

x− �

x− �
= lim

x→�

(
√
�x+ �−√

x) − �

x− �
× (

√
�x+ �−√

x) + �

(
√
�x+ �−√

x) + �

= lim
x→�

(
√
�x+ �−√

x)� − �

(x− �)(
√
�x+ �−√

x+ �)

= lim
x→�

�x+ �+ x− �
√
x(�x+ �) − �

(x− �)(
√
�x+ �−√

x+ �)
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= lim
x→�

�x− �

√
�x� + x

(x− �)(
√
�x+ �−√

x+ �)

= lim
x→�

�x− �

√
�x� + x

(x− �)(
√
�x+ �−√

x+ �)
× �x+ �

√
�x� + x

�x+ �

√
�x� + x

= lim
x→�

	x� − �(�x� + x)

(x− �)(
√
�x+ �−√

x+ �)(�x+ �

√
�x� + x)

= lim
x→�

x(x− �)

(x− �)(
√
�x+ �−√

x+ �)(�x+ �

√
�x� + x)

=
�

�× ��

=
�

��

X�	U  G���0 ��-( �� -> �� �+�� '� �� � ����E� ���!� O(�� R� -> �� -�+�( ��+�� �U	�
*�	( -��	1 �E� �.�/�

����� �*&�/
 �� 	�� ���8 ,-I �	
��

(a) lim
x→�+

−�[x] + �

x− �
, (b) lim

x→�−
[x] + �

�− [x]

(c) lim
x→π

�

sin x , (d) lim
x→−�−

�x

−x

(e) lim
x→−�+

x+ �

x� − �
, (f) lim

x→−�
x+ �

x� + �

(g) lim
x→�

√
x− �

x� − �
, (h) lim

x→�

�−√
�− x

x

(i) lim
x→�

x� − �x− �

x� − x� − x− �
, (j) lim

x→−�
x� − x� + x+ ��

x� + �x� + �

(k) lim
x→�

[x�] − �

[x]� − �
, (l) lim

x→�

√
x− �

�
√
x− �

(m) lim
x→�

x� − ��

x� − ��
, (n) lim

x→�

x�� − �

x
 − �

(o) lim
x→�

�x� − �x− ��

�x� − 	x+ �
, (p) lim

x→�

�x� − �x� − �x− �

�x� − ��x� + �x− �

(q) lim
x→−�

�x� + x+ �

x� + �x� + �x+ �
, (r) lim

x→�

x� − x� − �x� − x+ �

x� − �x� + x� − �

(s) lim
x→�

√
x+ �− �

√
x+

√
x− �√

x− �
, (t) lim

x→�

x��� − �x+ �

x�� − �x+ �
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x → ∞ 8
�YD�C #! " ����P
I	/F� #�� *�	+ �� BC�� x → ∞ �� x → −∞ �� x → +∞ ��!� �( ���/��( �� ->
��-�� #��'(�
(  z�=( ��� &�-� '�[�� �	M �"
�� ��  ��� �%@8 ��-> �� ���F�� �!�  -> ��
-> G���	C( 'P� 3�Y� &�'( *�	( -
��	1 'D
2'4 N(�8 � ?-+ ?�'!+ =�M�� �/�0 �( �A��L� ��
,)  ��� =�M�� x� '�[�� '(�'( �� p �-� �� �"�0 �� *G�
� X�A> �� lim

x→+∞

√
x� + �− x

^G�A�	
( � ?��� ��'8 �� x� ���@� x� + � &�"( G���	� �� � �	( -��	1 'D
2'4 N(�8

lim
x→+∞

√
x� + �− x = lim

x→+∞

√
x� − x

= lim
x→+∞

|x| − x

= 


^�+	� -��( #�
M x→ −∞ ���> ��
lim

x→−∞

√
x� + �− x = lim

x→−∞

√
x� − x

= lim
x→−∞

|x| − x

= lim
x→−∞

−x− x

= lim
x→−∞

−�x

= +∞

����� :�.8 �� lim
x→±∞

√
x� + �− x− � �8 ���7
 I-I ����

lim
x→±∞

√
x� + �− x− � = lim

x→±∞

√
x� − x− �

= lim
x→±∞

|x| − x− �

�@Y� ��-�� = lim
x→+∞

x− x− � = −�

�F
� ��-�� = lim
x→−∞

−x− x− � = lim
x→−∞

−�x− � = +∞

lim
x→±∞

√
x� + �x− �+ x �8 %.��Of
 K-I ����

'�� ���� �� -���	� �� ��� #�� &�'( *G�
� �� 0��6 ���� �� 3�E���� '�� �"
�� �� -0�
^-�
� ?��F���

ax� + bx+ c = a(x+
b

�a
)� +

�ac− b�

�a

^G���� ���!� x→ ±∞ �� ����
� �√
ax� + bx+ c =

√
a

∣∣∣x+
b

�a

∣∣∣
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^G�
� �� &��6���U �	
��

lim
x→±∞

√
x� + �x− �+ x = lim

x→±∞

√
�

∣∣∣x+
�

�(�)

∣∣∣ + x

= lim
x→±∞

|x+ �| + x

+∞&�'( = lim
x→+∞

x+ �+ x = lim
x→+∞

�x+ � = +∞

−∞&�'( = lim
x→−∞

−(x+ �) + x = −�

���	� 3
 ��?� �� 	�� A�
	� x→ ±∞ 35'� �� �� 	5-��  �� ��	�  �	� .-I ����
n
√
axn ± bxn−� + cxn−� + · · · = n

√
a

∣∣∣x± b

na

∣∣∣
^-�
� �U	� '�� 3�Y� �(  -
�A� &� �%!U-
M �/�0 �'C� � ��	4 �� &��-> &�'(

	�� �8 %.��Of
 ,M-I ����

lim
x→±∞

�x� − �x+ �

�x� − 	x� + �

^G�A�	� �� #�
M �'C� � ��	4 ��	� #�'�P�=( �� &'�P�	���2 �( -0�

lim
x→±∞

�x� − �x+ �

�x� − 	x� + �
= lim

x→±∞

x�(�− �

x�
+

�

x�
)

x�(�− 	

x
+
�

x�
)

= lim
x→±∞

�x�

�x�

= lim
x→±∞

�

�x

=
�

�(±∞)

= 


*�	+ �� 3�!�� ��	� #�'�P�=( ���!�  ��-> b	� #�� �� �� ��� :���

)5�	G 	\� �� �� M ��O����6 V	#
 � ���< �� ���8  �	� 3O� %$�8 �� /-I ����
!����� V	#
 � ���< ����� )�	5G�X�

lim
x→±∞

anx
n + an−�x

n−� + . . .+ a�
bmxm + bm−�xm−� + . . .+ b�

= lim
x→±∞

anx
n

bmxm

n > m&�'( = lim
x→±∞

anx
n−m

bm
= (±)∞

n = m&�'( = lim
x→±∞

an

bm
=
an

bm

n < m&�'( = lim
x→±∞

an

bmxm−n
= 
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��-> ��	� �� t → 
 �0 �� �� x &�"( �
t

'�[�� �
����U �(  Q�1 ��-> �<9( &�'(
*�	+ �� ?-�� ��-> #�( �� =�� �4�1 &��'�[�� '��[� #�� '( ?�J� *�	!� '� ?��� �� ���/��(

�� �'� G���	1 �(�f tu*o 3�Y� ��

lim
t→∞

(
�+

�

t

)t

= e

|-
9(�� ��	� &���� ��} ��-> �� �1'( 3	�'2 #�� �� ?��F��� �( *-+�( �� '`� �-� e �/�0 �� ��
*�	!� �@��� ��	� �� ��

���� �*&�/
 �� 	�� �8 ,,-I ����

lim
x→∞

(
x+ �

x− �

)�x−�

�'2 �( �6�  -���(�� S�( ��	K( ��A��( -> NE+ �� �"�0 �� -0�
x+ �

x− �
= �+

�

t

^G���� &-> ���@� �� &��6���U �( �� x = �t+ � -�0 �� ��-(

lim
x→∞

(
x+ �

x− �

)�x−�
= lim

t→∞

(
�+

�

t

)�(�t+�)−�

= lim
t→∞

(
�+

�

t

)�t

lim
t→∞

(
�+

�

t

)−�

= e�.�

= e�

����� �*&�/
 �� 	�� ���8 .-I �	
��

(a) lim
x→±∞

x√
x� − x+ �

, (b) lim
x→±∞

x− �+
√
x� − �x+ �

(c) lim
x→±∞

x� − �x+ �√
x� + �

, (d) lim
x→±∞

√
x� − 	x−

√
x� + 	x

(e) lim
x→±∞

√
x� + �− x√
x� − �− x

, (f) lim
x→±∞

√
x� − �x+ �−

√
x� + �x− �

(g) lim
x→−∞

x−√
�− x

�x+
√
�

, (h) lim
x→±∞

�
√
��x� − �x� + x− �+ �− �x

(i) lim
x→±∞

x� + x+ �

x� − x− �
, (j) lim

x→±∞
�x� − x+ �

�x� − 	x+ �

(k) lim
x→±∞

√
��x� + �

−�x+ �
, (l) lim

x→±∞
x	 + x� + x� + �

�− x− x� − x	

(m) lim
x→∞

(
x+ �

x+ �

)�x+�

, (n) lim
x→∞

(
�x+ �

�x− �

)�x−�



	!�"��# � �� ? ��� �#\

���X,X� BC��� !/" ����P

^G�'�P �� ?'/( '�� -> �� �� x→ 
 ��8�  ���Y%Y� O(�	� ��-> &�'(

lim
x→�

sin x

x
= � , lim

x→�

x

sin x
= �

^�'� ?��F��� =�� '�� &�� &��� G� �� ��	� �� x→ 
 ��8� ���	� 'Y�� ��

sin ax ≡ ax , cos ax ≡ �− a�x�

�
, tan ax ≡ ax

lim
x→�

sin�x− �x

tan�x+ x
�8 %.��Of
 ,.-I ����

^G�A�	� �� S�( &��� G� #���	8 7(��� -0�

lim
x→�

sin�x− �x

tan�x+ x
= lim

x→�

(�x) − �x

(�x) + x
= lim

x→�

x

�x
=
�

�

�� �0 &�� ��	!� �� G�'( �� ��E( =�� &-> ����@� ��'� ?��� &�'( �� ���Y%Y� #���	8 ��@��
^-�0 �� '�� &�� 3�Y�

lim
x→�

sin� x

�− cos x
�8 %.��Of
 ,/-I ����

^G�A�	� �� ���Y%Y� &������ �( �U	� �( -0�

lim
x→�

sin� x

�− cos x
= lim

x→�

�− cos� x

�− cosx

= lim
x→�

(�− cosx)(�+ cos x)

�− cos x

= lim
x→�

(�+ cos x)

= �

�����1 %&�� �� lim
x→�

sin x(tanx+ cot x) �8 ,B-I ����
�( ��'(�'( -> ��-L� � ?-+ ?��� &-> ���@� o*u3�Y� 7@Z -0�

lim
x→�

�

cos x
= �

lim
x→�

(�− x) tan(
πx

�
) �8 ���7
 %.��Of
 ,C-I ����

^G�A�	� �� &-> ���@� �� &��6���U �( tanα = cot(
π

�
− α) �� �"�0 �� -0�

lim
x→�

(�− x) cot(
π

�
− πx

�
) = lim

x→�

(�− x) cot(
π

�
(�− x))



�#� 4�#	�!> �?

���'� #�-( � t→ 
 ,) x→ � ���"�0 �� �− x = t '�[�� '��[� �(

lim
x→�

(�− x) cot(
π

�
(�− x)) = lim

t→�

t cot(
π

�
t)

= lim
t→�

t
cos(

π

�
t)

sin(
π

�
t)

= lim
t→�

t
�

π

�
t

=
�

π

����� �*&�/
 �� 	�� 3B�lOl
 ���8 /-I �	
��

(a) lim
x→�

tan�x− x

sin�x− �x
, (b) lim

x→�

�− cosx

sin x
, (c) lim

x→�

tan� �x

x sin� �x

(d) lim
x→�

x� sin� x

�− cos�x
, (e) lim

x→ π
�

�− sin x
π

�
− x

, (f) lim
x→�

�x� − �x

� sin� x

(g) lim
x→�

sin� x

�− cos� x
, (h) lim

x→π

sin� x

�+ cos� x
, (i) lim

x→�

sin� x

cosx− cos� x

"��C��? ��B

O(�� iM -> �A��( �� �� �	+ �� ���( ��	4 #�� �( a NY� &���L� �� O(�� R� ����	�)
^�
9�  -+�( ��L� #�� �� O(�� ��-L� '(�'( ��-L� #�� � ?�	( '(�'( a �� O(�� ���� -> �(

lim
x→a+

f(x) = lim
x→a−

f(x) = f(a)

����� 3&�	� �� x = � �f7� �� f(x) =
x� − �

x− �
���B 3i5&��J ,E-I ����

^G���� x = � �� O(�� ���� � iM -> &�'( -0�

lim
x→�

f(x) = lim
x→�

x� − �

x− �
= �

*�A�� ���	�) x = � �� O(�� #��'(�
( *���-� �	U� f(�) ���

����� 3&�	� x = � �� �� f(x) = �x+ |x− �| ���B 3i5&��J ,H-I ����



	!�"��# � �� ? ��� �#�

�� �A���@� O(�� ���� -> � iM -> x = � �$�L� �� -0�

x ≥ �&�'( ���� -> lim
x→�+

f(x) = lim
x→�+

�x+ (x− �) = 	

x < �&�'( iM -> lim
x→�−

f(x) = lim
x→�−

�x− (x− �) = 	

*��� ���	�) x = � �� O(�� �6� f(�) = 	 �E
�� �( �U	� �( �

����� �5&��J x = � �� 	�� ���B �� ������ ,��6 �� a ���7
 ,I-I ����

f(x) =

{
x� − �

x− �
, x > �'P�

a+ �x , x ≤ �'P�

x > �&�'( ���� -> lim
x→�+

f(x) = lim
x→�+

x� − �

x− �
= � *N>

x ≤ �&�'( iM -> lim
x→�−

f(x) = lim
x→�−

a+ �x = a+ �

�
9� -+�( ��'8'( ����	�) w'+ �A��( �� x = � �� O(�� ��	( ���	�) &�'(

lim
x→a+

f(x) = lim
x→a−

f(x) = f(a)

� = a+ � = a+ �

a = 


^�FP ��	� �� O(�	� ���'� &�'(

lim
x→a

f(g(x)) = f(b) RL& lim
x→a

g(x) = b � "��� �5&��J b �� f(x) ���B 	G� B-I ����
� lim
x→a

f(g(x)) = f( lim
x→a

g(x)) 3B��*4� �

� B-I �	
��

*-�
� G�� �� O(�� ���	!� ,`� � x = � �� '�� O(�� ����	�) #��9� �A(	%�� |p

f(x) =

⎧⎨
⎩

x� − �
 , x > �'P�
� , x = �'P�
�
− �x� , x < �'P�

*-+�( ���	�) x = −� �� '�� O(�� �E��
M -�(��( �� b � a '���L� |t

f(x) =

{
�x+ a , x > −� 'P�
bx+ � , x = −� 'P�
ax+ b , x < −� 'P�

*-�.�!� BC�� �� y = ln(sin x+ �) O(�� ����	�) �$ �>�� v*m�%�� �( �U	� �( |r



�#! 4�#	�!> �?

�-��� #�"�� �� �^R ����P
f(a) #�( k �-� '� &���( ?���0 f(a) �= f(b) � -+�( ���	�) [a, b] �$ %4�2 �� f(x) O(�� 'P�

*f(c) = k �� �A� c ∈ [a, b] -
��� &�-� f(b) �

����� −� � � )�� �-�� E� f(x) = x� − �x+ � ���B ���� %��+ ,K-I ����
c -
��� &�-� ����� ��-L� �$ �<8 7@Z f(−�) = −� < 
 � f(�) = � > 
 �	M -0�

*f(c) = 
 �� �A�

G_
/"-�.I �3!�`( �� �^R ����P
G�+�( ��+�� f(x) ≤ g(x) ≤ h(x) �� h(x) � g(x) � f(x) �$ ��	�) O(�� �� &�'( 'P�

lim
x→a

f(x) = lim
x→a

h(x) = l

* lim
x→a

g(x) = l ?���0

lim
x→�

x sin
�

x
= 
 ���� %��+ .M-I ����

�( −� ≤ sin
�

x
≤ � ,) −� ≤ sinα ≤ � ?�	C�� α �$ ���� '� &�'( �� �"�0 �� -0�

#�2'Z �� -> #�2'P � −|x| ≤ x sin
�

x
≤ |x| G���� |�F
� �M � �@Y� �M} x �� #�2'Z X'�

lim
x→�

−|x| ≤ lim
x→�

x sin
�

x
≤ lim

x→�

|x|

*�	( -��	1 lim
x→�

x sin
�

x
= 
 �P�'�2 �$ �<8 7@Z  ��� 'F4 y'Z �� -> �	M �

O(�� �"
�� �� *�'�P ��'8 '��� O(�� �� #�( O(�� R� �� ��� ��8� �P�'�2 ��<8 .-I NE+

*��� ��2'P ��'8 ±x O(�	� #�( x sin
�

x



	!�"��# � �� ? ��� �##

�
�� / �U�R a��(� b-��� ����P
�( �0 ����A!� �� �

� � ��2'P ��'8 �

� ��
� �� �� ��� �eQ  �

� R� ���"�

^G���� ���"� b	� �� �%� ���> �� *��� �� ���/� �(
'P� G�.	P y = f(x) O(�� �L2� ���"� �� y = b ]1 5�
4* A����

lim
x→±∞

f(x) = b

'P� G�.	P y = f(x) O(�� G.�8 ���"� �� x = a ]1 5fj�_ A����

lim
x→a

f(x) = ±∞

*G��� ��'8 'F4 '(�'( �� �'C�  G.�8 ���"� ����0 ��-( &�'( �A�2�� ���	� �%�� ��

��'F� ���	!� R� �� ���P �� &�� ���"� /-I NE+

��-L� 'P� G�.	P y = f(x) O(�� N��� ���"� �� y = mx+ h ]1 50��� A����

m = lim
x→±∞

y

x
�= 


^G���0 �� ��-( '�� 3	�'2 �� �� h ��-L� ��	K
�� �� *-+�( 'F4 x��C� � �	U	�

h = lim
x→±∞

y −mx



�#C 4�#	�!> �?

������� �� 	�� ���B  �0*���
 .,-I ����

y =
�x− �

	− x�

�	M � x = ±� ,) 	− x� = 
 G.�8 &�/@��"� &�'( �'C� ���� ��'8 'F4 �( -0�

lim
x→±∞

�x− �

	− x�
= 


�� �"�0 �� *��� �

� �L2� ���"� y = 
 #��'(�
(

lim
x→±∞

y

x
= lim

x→±∞
�x− �

	x− x�
= 


*���-� N��� ���"� �

� �6�

�����1 %&�� �� 	�� ���B  �0*���
 ..-I ����

y =
�x� − �

x− �

�� �"�0 �� � -�0�� ��-( x = � G.�8 ���"� �'C� ���� ��'8 'F4 �( -0�

lim
x→±∞

�x� − �

x− �
= ±∞

�	M *���-� �L2� ���"� O(�� ,)

lim
x→±∞

y

x
= lim

x→±∞
�x� − �

x� − �x
= � �= 


^G�A�	� �� Ǳ�-@� �� �'� &�'( � ��+�� m = � ��+ �( N��� ���"� �

� �6�

h = lim
x→±∞

y −mx = lim
x→±∞

��x− �

x− �
= ��

*�	( -��	1 �

� N��� ���"� y = �x+ �� ]1 �

���1 3
 %&�� ;��
 P���
 V	#
 	� ���< ��.7B �� ;>�.
 39	� �� C-I ����

������� �� 	�� ���B  �� P���
 ./-I ����

y =
x� − �

x� − �

^G���� �'C� '( ��	4 G�AL� �( -0�

y = x+
�x− �

x� − �

N��� ���"� y = x ?$-��!�8�( O(�� � ?-+ 'F4 �x− �

x� − �
→ 
 ���@� x → ±∞ ��8� ��

*�	( -��	1



	!�"��# � �� ? ��� �#T

y = αx + β + k
n
√
axn ± bxn−� + cxn−� + · · · ;?-� 34���B P���
 E-I ����

�� %.B��*

y = αx+ β + k n
√
a
∣∣∣x± b

na

∣∣∣
*��� I�S ��� &��−n &�'( �/
� 7%���-8 ��J� ��@�� �

�y = �x− �+ �
�
√
x� + �x� + x− � ���B  �� P���
 %.��Of
 .B-I ����

G���� N@8 �%�� �� -0�

y = �x− �+ �
�
√
�|x+ 
| = �x− �± �x

*y = −x− � � y = �x− � �� -
���@� �/@��"� �

� C-I �	
��

#�( ���� R� f(x) = x� −�x−�� O(�� -�
� �(�f  ����� ��-L� �$ �<8 #�A( ��E( �( |p
*���� −� � �

*-�(��( �� lim
x→�

x� sin
�√
x

-> ��-L� �P�'�2 �$ �<8 �� ?��F��� �( |t

*-�
� �-�) �� '�� O(�	� &�/@��"� |r

(a) y =
x

x� − �
, (b) y =

�

x
, (c) y =

x� − �

x� − 	
, (d) y =

�x� + x� + �x

x� + �

���  �2�� ?��� R� &�'( �� ΔS �)�'��0 ��'��[� ��	� �� R���
��	�'� I�� �	��8 �� ���!L�
?��� R� ;���'� -
�0'2 �� *�A�� 7%�� �)�'��0 ��-L� #�+�� �
9!( �)�'��0 ��'��[� #�2��
O��� ��	K( G�%� �/
� �	+ �� R��=� 7%�� 'F4 �( T &��� �atm ���2 �� ��8�  B��1
���( ��A�'� '���� *Ipoqu 3�� �� *-
�A� -��U ���> #�� �� '4�
� �8�( � -��� �� �8�(
?�	@� #E!� 7%�� 'F4 �( �-��� �� ?��� R� &�����'� -
�0'2 � ;���'� -�� � ����� �� �	!�

�� �	!� ��	
� #�
M ��	� �� � -+ R��=� ��� #�� �( &���� -> �� ��	� �� ���

lim
T→�

ΔS = 


3�� J\ !� � ?�	( #E!� ��CA( ?��� �� 7%�� 'F4 ���/� �� &�'�� ��'C��� ���> #�� ��
�� -
� �� ���( �	+ �� ��1�
+ F!������� �+ '��_ ��	
� �( �	
�� �� �	��8 #�� *���
��	� �( �/
� �� �.��-!� -
�0'2 '� ��l &-> ���( �( � j��� 3�� 7%�� 'F4 �( �-���l
�( _� �)�'��0 ��'��[� T → 
 ��8�  -+�( '�P�� -
�A� ����� 3��9� �� R� '� �� �K��1

*j-��'P �� 'F4
�)�/0� '�
:/:� Walther Nernst�
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-�)!�1 E-I �	
��

*-�
� �@��� ?�	C�� _�� �( �� '�� ��-> |p

(a) lim
x→∞

x sin
�

x
, (b) lim

x→�

sin� x

�− cos� x

(c) lim
x→∞

sin�x

�x� − �x
, (d) lim

x→�

x[
�

x
]

(e) lim
x→−∞

√
x� − �

�− �x�
, (f) lim

x→±∞
�− x− �

√
x� + �x� + �x− �

(g) lim
x→�

sin x sin
�

x
, (h) lim

x→±∞

√
x� + �x− �−

√
x� − �x+ �

(i) lim
x→�

sin(tan�x) cos x , (j) lim
x→−∞

√
�

√
x� − �x� + �+ �x+ �x

(k) lim
x→�

� cot�x− cot x , (l) lim
x→±∞

√
x� − �x+ �+ x− �

(m) lim
x→+∞

x�(�− cos
�

x
) , (n) lim

x→�

cos x

x

(o) lim
x→π

sin�
x

sin	x
, (p) lim

x→�

sin(cos x)

cos(sin x)

(q) lim
x→�

x� + �x− �

x� + �x− �
, (r) lim

x→−∞
x−√

�− x

�x+
√
�

(s) lim
x→�

(�+ x)
�

x , (t) lim
x→�+

√
x−

√
�+

√
x− �√

x� − �

(u) lim
x→�+

�
√
x , (v) lim

x→�

|x� − �|sgn(x− �)

(w) lim
x→ π

�

√
� cos x− �

�− tan� x
, (x) lim

x→ π
�

tan(�x) tan(
π

�
− x)

(y) lim
x→�

cos
πx

�

�− x
, (z) lim

x→�

sin x√
�+ tan x−√

�− tan x

(α) lim
x→�

sin x� cos
�

x
, (β) lim

x→�

(−�)[x]x

sin x

(γ) lim
x→�

x��� − �x+ �

x�� − �x+ �
, (δ) lim

x→a

xn − an − nan−�(x− a)

(x− a)�

(ε) lim
x→�

(�− �
√

cosx)(�− �
√

cosx) · · · (�− n
√

cos x)

x�n−�

'@�9� �L�L> &��−α &�'( �� (� + t)α ≈ � + αt ��	�'( &��A��� �� ^ε �.�!
���}
|rp*o3�Y� *-�
� ?��F��� ���



	!�"��# � �� ? ��� �#V

*-�
� G�� �� O(�� ���	!� ,`� � '�1 �� ��� ���	�) x = � �� '�� O(�� �� -�
� #��9� |t

f(x) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

x� − �

x− �
, x > �'P�

−� , x = �'P�
−�+ �x , x < �'P�

�� -�
� �-�) ��
M �� a ��-L� f(x) =

{
�x+ a , x ≥ �,
�− ax , x < �.

'P� |r

lim
x→�+

f(x) = lim
x→�−

f(x)

*-+�( ���	�) x = � �� '�� O(�� �E��
M a ��-L� �A(	%�� |v

f(x) =

⎧⎨
⎩

x� + ax− �a , x > �'P�
a+ �� , x = �'P�
�+ �x+ a , x < �'P�

*-+�( ��+�� -> x = −� � x = � w�L� �� '�� O(�� �� -�(��( ��
M �� b � a '���L� |s

f(x) =

⎧⎨
⎩

ax− b , x ≤ −�
�x− a , −� < x < �

�− �b− �x� , x ≥ �

����� -> x =
�

�
�� g(x) = [x− �] − �[�x] + � O(�� ��0 |u

*-�
� ���'( x = � � x = 
 w�L� �� �� f(x) = �[x] + |�− x| O(�� ����	�) |n

*��� ���	�) x = � �� '�� O(�� -��� ���� |m

f(x) =

{
�√
x− �

, x ≥ �'P�
√
x+ � , x < �'P�

*���� [
, π] ?$��( �� ���� R� f(x) = sin�x+ � cos�x− � O(�� -�
� �(�f |o

*-�(��( �� '�� O(�	� &�/@��"� |pq

(a) y =
x− �

x+ �
, (b) y =

x� + �

x+ �
, (c) y = �x− �

√
x� + �x� − �

(d) y =
x� − ��

x� + �
, (e) y =

�

x sin x
, (f) y =

sin x

x− cos x



�#Y 4�#	�!> �?

x = −� ]1 �� -�
� #��9� ��
h�0 �� c � b  a '���L� y =
ax� + bx+ �

x+ c
O(�� �� |pp

*-+�( O(�� N��� ���"� y = �x+ � � G.�8 ���"�

��L� #�� �� G�.	P -+�@� f(a) '(�'( ��� -+�( �	U	� x = a �$�L� �� �9(�� -> 'P� |pt
�( '�� O(�	� �� *���� �+�+* �Z�+!@�� ��	K
�� '�� �� � ���� ��	L �4$ �Z�+!@��

*-�.�!� O2� �� ����	�)�� ���
� f(a) x�'9� �(  ��-+ O2� ����	�)��

f(x) =

{
x+ �

x− �
, x �= �,

� , x = �.
, g(x) =

{
x� − ��

x− �
, x �= �,

�� , x = �.

h(x) =

{
�− x , x < �,
x+ � , x ≥ �.

, i(x) =

{
|x| , x �= 
,
� , x = 
.

j(x) =
x� − �x+ �

x− �
, k(x) =

{
� , x > 
,

 , x = 
,
−� , x < 
.

*-�(��( �� g(x) =
∣∣∣x− [x] − �

�

∣∣∣ � f(x) = x[x] O(�	� ����	�)�� w�L� |pr

-+�( f(b) > g(b) � f(a) < g(a) � ?�	( ���	�) I = [a, b] ?$��( &�� g � f O(�	� 'P� |pv
*f(x�) = g(x�) G���� &x� ∈ I &���( -�
� �(�f

&���( �� -��� ���� 
 ≤ f(x) ≤ � �E��	�( -+�( ���	�) [
,�] &�� f -�
� �'2 |ps
*f(x�) = x� &x� ∈ [
,�]

��A�M '�� O(�� ���	!� ���L� =�'� |pu

y = ax+ b+
k

cx+ d

*-�� �L�L> ��-�� k � d  c  b  a

��'A( a &�/��	� �'�� lim
x→∞

ax = ∞ �� ��� :��� -+�( �L�L> &�-� a > � 'P� |pn
�� -> #�� � ��� lim

x→∞
e−x = 
 -��� ���� �%�� #�� �� ?��F��� �( *-�	+ �� z�=(

�%�� #�� y = e−x O(�� ���	!� �� ?��F��� �( #�
h!� *���� �'(��� ���A( �!%� H>�@�
*|r*nNE+} -�.�!� -���� ��

;
E!�'( �� �F�4	� U(r) = −r�
r
U�e

− r
r
� &*��6� �( y�'9� N�A���) &�'�� �F�J!4� |pm

?��F��� �( *|-�� &�-� &�/�(�f U� � r�} ��� |��A� &�/��'�	� � �/�	�� ')} ���o)6�
&����	� &�'�� ��-L�  �	+ ���� ���5 #�� #�( r �$ %4�2 'P� -��� ���� �P�'�2 �$ �<8 ��

*�2� -��	1 #�( ��



	!�"��# � �� ? ��� �C\

�$�(�� �( v ��'� � m� �	E� I'"( &� ?�5 ��@
U &�'�� ���@A� R���E� �� �F�J!4� |po
���@A� I'U m =

m�√
�− v�

c�

� ��� �	� ��'� c �� �	+ �� ���( Ek = (m−m�)c
�

v � c ��8� �� -��� ���� |p #�'!� N�5} ��	�'( 3	�'2 �( *��� ��'> 3�> �� ?$�5
v → c ��8� -��� ���� *��	( -��	1 R��J� ��@
U &�'�� ��-L� ��!� Ek ,`�

*�	+ �� N�-@� &�'�� �( I'U N�

�$ ���9�  &'A� ��'�� �$ 9���� �� ��D�3� |tq

ln(�− y) − ln y = C − kt

*��� ��9!U N� '( t ���� �� Q�1 &��!�( R� �( ���J�@� �@A� y �� ?-�0 ��-(
-��� ���� |X} *-�
� ���( k  C &�/�(�f � t NL�A� '�[�� �A> '( �� y �$ ���9� |x��}
��	4 �� |�} *-�	+ �� J�@� �'� �( ��9!U I�!� ���� �+6P �( �
9� lim

t→∞
y = �

|k � C &�� �(�f �A> '(} �-�	+ �� J�@� ��9!U xK� �-� �M &'����) I-�

"��� ��.?� �8:! b �� a ��P� a � b ,���@�



� ���

$% �����&�' � (�)�
������ ��D

W��P '�� NE+ �� �� �E� �( � ?��� ���� f ′(a) �( �� x = a -
��� &���L� �� O(�� R� 7���
^G�
� ��

f ′(a) = lim
x→a

f(x) − f(a)

x− a
(�) , f ′(x) = lim

Δx→�

f(x+ Δx) − f(x)

Δx
(�)

*-+�( ���
���� �� ���
�� -> �E
�� �� G�� ��� -> �	U� �( ��A(��  7��� �� �F�'9� #�
M
_��
��� I�!� �� �� �9(�� *��� ��]@ ��V� �e
� �0 �� O(�� G�.	P -+�( ���
�� ��-L� #�� �E��8�
*-
�A� '�6`L��� �9(�	� �\�	!� &��%!U-
M O(�	� J\ Y� *G�.	P ��]k
�V� ��� �� -+�( ��+�� 7���

*-
� �� N�� ��!� �1 �( AB �1 � A→ B ,`� x→ a ��8� ,-K NE+

�C�



$% �����&�' � (�)� C ��� �C�

'( ��L� �0 �� �� ���!� ]1 ��+ �� �A���@� ��L� R� �� O(�� R� 7��� ��-
� I	/F�
N(�8 J\ ��� ��-
� _�� �( ?-+ ���( |t} � |p} �� �h�0 #��'(�
( *�	+ �� G�� O(�� �0 ���	!�
�( 3��9� Δx → 
 ���@� � ?�	( x − a �( '(�'( Δx ��-L� (�) �� ��� �/�-( *��� ��U	�

*��� x→ a

������� x = � �f7� �� �� f(x) =
√
x+ � ���B Z5-
 M]�	4B �� "��S5&� �� ,-K ����

^G�A�	� �� |p} x�'9� �� ?��F��� �( -0�

f ′(�) = lim
x→�

f(x) − f(�)

x− �

= lim
x→�

√
x+ �− �

x− �

= lim
x→�

√
x+ �− �

x− �
×

√
x+ �+ �√
x+ �+ �

= lim
x→�

(x+ �) − �

(x− �)(
√
x+ �+ �)

= lim
x→�

�√
x+ �+ �

=
�

�

�����1 %&�� �� f(x) =
√
x ���B Z5-
 MZ5-
 ]�	4B �� "��S5&� �� .-K ����

^G�A�	� �� |t} x�'9� �� ?��F��� �( -0�

f ′(x) = lim
Δx→�

f(x+ Δx) − f(x)

Δx

= lim
Δx→�

√
x+ Δx−√

x

Δx

= lim
Δx→�

√
x+ Δx−√

x

Δx
×

√
x+ Δx+

√
x√

x+ Δx+
√
x

= lim
Δx→�

x+ Δx− x

Δx(
√
x+ Δx+

√
x)

= lim
Δx→�

�√
x+ Δx+

√
x

=
�

�
√
x

�� � -+�( ���
���� �� ���
�� -��	� �� �� ��� -> �	U� �( ��A(��  O(�� R� 7��� ��-L� G��FP
��� ���
���� 7��� ��8� *��� '�6`L��� ��L� �0 �� O(�� -+�( ���
�� ��-L� #�� �� ����>



�C! 2���%1 �C

�2'Z �� *�	( -��	1 ±π

�
'(�'( ��L� �0 �� ��!� ]1 ��+ ��� ���-� 7��� ��L� �0 �� O(��

7��� &�'( �� ���� � iM -> ��	� �� #��'(�
(  �	+ �� x�'9� -> ��	K( O(�� 7��� �	M
^G���� �� f ′

+ �+*$ ��V� � f ′
− nN ��V� �� �/�0 �� ?�	!� x�'9� '�� ��	K(

f ′
+(a) = lim

x→a+

f(x) − f(a)

x− a
, f ′

−(a) = lim
x→a−

f(x) − f(a)

x− a

'(�'( � �	U	� ���� � iM -> �� ��� �	U	� ��8� O(�� -> �E�.�"�0 ��  -> �	U� 7(���
�( � ?�	( �	U	� f ′

+ ���� 7��� � f ′
− iM 7��� �� ���� �	U� ��8� =�� O(�� R� 7���  -
+�(

^�%� ���> �� #��'(�
( *-
+�( '(�'( G�

� "��� �5&��J �f7� )�� �� 	G� %&� 	�oL75-
 x = a ��f7� �� f(x) ���B ,-K ����

f ′
+(a) = f ′

−(a)

�%.� X�� �5&��J M���� 	�oL75-
 x = a �� f(x) 	G� )��v��
���> #�� �� �A�� '�6`L��� x = a �� O(�� G�.	P  -+�( f ′

+(a) = ∞ �� f ′
−(a) = ∞ 'P�

-
+�( ���
�� � �	U	� ���� � iM 7��� 'P� �	�
�!� *��� ���� � iM ��!� &���� O(��
���
���� ���� � iM 7��� �E���	4 �� *���� �L; ��L� �0 �� O(�� G�.	P -
+�@� &��A� ���

*��� O(�� �V;3�� �� e
�  ��L� �0 G�.	P -
+�( &��A��� �

'(�'( �@�+ ��!� C ��L� ��  �+	P ��L� B � ��P��( ��L� A NE+ #�� �� .-K NE+
*���� '(�'( ��� ���
���� ���� � iM 7��� O(�� D �� � ��+�� 'F4

������� x = � �� �� f(x) =

{
x� + � , x < �,
�x+ � , x ≥ �.

���B %&�� � @6 Z5-
 /-K ����



$% �����&�' � (�)� C ��� �C#

,`� *��� ���	�) x = � �� O(�� #�� �� G�
� �� ���'( p*o �%�� 7(��� �-�(� -0�
^G���� ���� � iM 7��� &�'(

f ′
−(�) = lim

x→�−

f(x) − f(�)

x− �

= lim
x→�−

(x� + �) − �

x− �

= lim
x→�−

x� − �

x− �

= �

f ′
+(�) = lim

x→�+

f(x) − f(�)

x− �

= lim
x→�+

(�x+ �) − �

x− �

= lim
x→�+

�(x− �)

x− �

= �

* f ′(�) = � � ?�	( '�6) 7��� O(�� �� -�� �� �"��� �� #�� &��A�

����� 	�oJ Z5-
 x = � �� 	�� ���B �?���6 ������ �� b � a 	���7
 B-K ����

f(x) =

{
�x� − � , x ≥ �'P�
ax+ b , x < �'P�

,)  ��� ���	�) x = � �� O(�� #�� �� G�
� �� ���'( �-�(� p*o�%�� 7@Z -0�

lim
x→�+

f(x) = lim
x→�−

f(x) = f(�) =⇒ �(�)� − � = a(�) + b =⇒ �a+ b = �

^G�A�	� �� ���� � iM 7��� &�'(

f ′
+(�) = lim

x→�+

f(x) − f(�)

x− �

= lim
x→�+

�x� − �− �

x− �

= �

f ′
−(�) = lim

x→�−

f(x) − f(�)

x− �

= lim
x→�−

ax+ b− �

x− �

= lim
x→�−

ax− �a

x− �

= a

*��� b = �− �a = −	 =�� � a = � �� �	+ �� I	%9� f ′
+(�) = f ′

−(�) ��



�CC 2���%1 �C

� ,-K �	
��

*-���0 ��-( x = � ��L� �� �� f(x) = x� +� O(�� 7���  7��� x�'9� �� ?��F��� �( |p

*-�(��( x = � �� �� f(x) =
√
x+ � O(�� 7���  x�'9� �� ?��F��� �( |t

*-�(��( x = 
 ��L� �� �� f(x) = |x| O(�� 7��� |r

x = � �� f(x) =

{
x� − �a , x < �,
ax+ b , x ≥ �.

O(�� �� -�(��( ��
M �� b � a '���L� |v
*-+�( '�6`L���

*-+�( '�6`L��� x = −� �� '�� O(�� �� -�(��( b � a �� &'���L� |s

f(x) =

{
�x� + a , x > −� 'P�
ax� + b , x ≤ −� 'P�

� ?���0 ��-( x = 
 ��L� �� �� f(x) = �
√
x O(�� 7���  7��� x�'9� �� ?��F��� �( |u

*��P��( �� ��� �+	P ��L� #�� �� -�
� BC��

��-( x = � ��L� �� �� f(x) = �

√
|x− �| O(�� 7���  7��� x�'9� �� ?��F��� �( |n

*I�-Eh�� �� � ��P��( �� ��� �+	P ��L� #�� �� -�
� BC�� � ?���0

Q�`� 0�Y4���( ����S
O8�� �� *�'( ?'/( �/�0 �� ,`� � �	!� �@��� �� �F%�C� O(�	� 7��� ��	� �� 7��� x�'9� ��
��� ���	�) O(�� ��8� �S�> 'Y�� �� � G�
� �� ?��F��� 7��� x�'9� �� �4�1 ���	� �� �/
� ��

*G�'( �� ��E( N��� &���0 �( �� 7��� &�/�	�'2

!%&� 	�� A��� Z*W �� ��� "���� �*&�/
 �� Z5-
 M���B ��6  �	� .-K ����

|�(�f �-�} c =⇒ 
 |p}

(�L�L> r) xr =⇒ rxr−� |t}

(?�	C�� O(�� u) ur =⇒ ru′ur−� |r}
√
x =⇒ �

�
√
x

|v}
n
√
xm =⇒ m

n
n
√
xn−m

|s}

(?�	C�� O(�� u) n
√
um =⇒ mu′

n
n
√
un−m

|u}



$% �����&�' � (�)� C ��� �CT

�
9� ��� ��1 7���[
af(x) ± bg(x)

]′
= af ′(x) ± bg′(x)

7��� x���9� �� ?��F��� �( #��'(�
( *�2'P 7��� ��>�'( O(�	� N��F� � b	!"� �� ��	� �� �
^-�
� �U	� '�� &�/��Y� �(  �	!� �@��� �� x%�C� O(�	� 7��� ��	� �� S�( �%�� ��(

�x� − �x� − �x+ �

)′
= �

(
x�

)′
− �

(
x�

)′
− �

(
x
)′

+ 


= �× �x� − �× �x� − � = ��x� − �
x� − �(
�
x�� − �x� + �x− �

)′
= �

x	 − ��x� + �(

(x� − �x)��
)′

= +�
(�x� − �)(x� − �x)	(
(x
 + �x� + �x�)�

)′
= �(�x� + �x� + �
x)(x
 + �x� + �x�)�(

x�/� + (�x� − �x)��
)′

= �/�x�/� + ��(�x� − �)(�x� − �x)��(
x� + (x� + �x− �)


)′
= �x� + �(�x� + �)(x� + �x− �)�(

��
√
x� − 	

√
(x� − x)�

)′
=

�

��
��
√
x��

− �(�x− �)

�
	

√
(x� − x)�

!%&� 	�� A��� Z*W Z5-
 Mu "��#$� ���B � 3B�lOl
 ����B  �	� /-K ����

sin u =⇒ u′ cos u |n}

cos u =⇒ −u′ sin u |m}

tan u =⇒ u′(�+ tan� u) |o}

cot u =⇒ −u′(�+ cot� u) |pq}

^-�
�@( �� '�� &�/��Y�(
sin�x+ � cos�x

)′
= � cos�x− � sin�x(

tan x� − � cot�x
)′

= �x�(�+ tan� x�) + �(�+ cot� �x)(
sin(x� + �) + � cos(x� − �x)

)′
= �x cos(x� + �) − �(�x� − �) sin(x� − �x)(

cot(x� − �x� + �x)
)′

= −(�x� − 	x� + �)
(
�+ cot�(x� − �x� + �x)

)
(

tan� x
)′

= �(�+ tan� x) tan� x(√
sin x+ cos x

)′
=

cosx− sin x

�
√

sin x+ cosx



�CU 2���%1 �C

^�	( -��	1 #�
M 7��� &�/�	�'2  x �� �9(�� �( r*o�%�� ���Y%Y� O(�	� 7��� &�'( �\!%A�

sin x =⇒ cos x |pp}

cos x =⇒ − sin x |pt}

tan x =⇒ �+ tan� x |pr}

cot x =⇒ −(�+ cot� x) |pv}

� .-K �	
��

*-�
� X�A> �� '�� O(�	� 7��� |p

(a) y = �x� + x� − ��x+ � , (b) y = x� − x� + �x� − �x− �

(c) y = (�x� − �x)� , (d) y = (�x� − �x)��

(e) y =
�
√
�x� − �x+ � , (f) y = sin x+ cos�x

(g) y = �x(x� + �x− �) , (h) y = (�x� + �)(x− �)

(i) y =
√

tan�x , (j) y = �x− �

x�
+
�

x�

(k) y =
�

x�
− x√

x
+

√
x�

�
√
x�

, (l) y =
�x� + �x� − �x− �

x�

(m) y =
�

x	
−

√
x�

x�
, (n) y =

√
sin�x+ cos�x

(o) y = x� − �

x�
, (p) y = �

√
(tanx+ cot x)�

(q) y = � sin�x− � cos�x+ � , (r) y = sin(�x� + �x− �)

(s) y = sin(cosx) , (t) y = tan(sin x)

(u) y = � sin�x cos�x , (v) y = (sin x)�

(w) y = cos� x , (x) y = tan� x

(y) y = � cos� x− sin� , (z) y =
√
x+

√
x

*-���0 ��-( x = 
 &��� �( �� f(x) = �
√
x O(�� 7��� (�) 3	�'2 �� ?��F��� �( |t

*-�(��( x = � �� �� '�� O(�� 7��� |r

y = �
√
x− �

√
(x� − �x)� +

�√
x
− �

�

�
√
x�

*-�(��( x = π �� �� y = �
√

cos(sin�x) O(�� 7��� ��-L� |v
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0��@��`� :�-��R ����S

��� ���/�0 &�/L��� b	!"� '(�'( O(�	� b	!"� 7��� -+ ��FP t*o�%�� N�5 �� �E��
M
7��� 3�!�� &�'( �	D
� #�-( *�A�� :�4 ��	�'2 #�
M O(�� �� �!A8 ���1 �� X'� &�'(

*-�� � �� ��E( '�� #���	8  O(�	� G�AL� � X'�

uv ⇒ u′v + v′u O(�� �� X'<%4�> 7��� |ps}

uvw ⇒ u′vw + v′uw + w′uv O(�� �� X'<%4�> 7��� |pu}
u

v
⇒ u′v − v′u

v�
O(�� �� �!A8���1 7��� |pn}

^��� #�
M a	2 �	�6� &�/�	�'2 �� x%�C� &�/��Y� *-
��	C�� �9(�	� w � v � u ��
^G�
� �� X�A> (��) �� �� y = (x� + �x− �)(�x� + �x) O(�� 7��� |x��}

y′ = (�x� + �)(�x� + �x) + (�
x+ �)(x� + �x− �)

^�	+ �� �@��� (��) �� =�� y = (x� + �)(x� − 	x+ �)� O(�� 7��� |X}

y′ = (�x�)(x� − 	x+ �)� + �(�x� − 	)(x� − 	x+ �)�(x� + �)

^G�
� �� �@��� (��) �� �� y = (x� + x)(x− �)(x� + �) O(�� 7��� |�}

y′ = (�x+ �)(x− �)(x� + �) + (x� + x)(�)(x� + �) + (x� + x)(x− �)�x�

^G�
� ?��F��� �� (��) 3	�'2 -��( y =
�x� − �x+ �

x� − �
��!A8 ���1 O(�� 7��� &�'( |�}

y′ =
(��x� − �)(x� − �) − (�x�)(�x� − �x+ �)

(x� − �)�

����� :�.8 x = �π �� �� f(x) =
x sin x− cos x

sin x− x
���B Z5-
 ���7
 C-K ����

^G�A�	� �� �!A8 ���1 O(�� 7��� 3	�'2 �� ?��F��� �( -0�

f ′(x) =
(sin x+ x cosx+ sin x)(sinx− x) − (cosx− �)(x sin x− cosx)

(sin x− x)�

=
� sin� x− x sin x− x� cos� x+ cos� x− cosx

(sin x− x)�

*�	+ �� N4�> f ′(�π) = −� ��-L� x &�"( �π ��-L� &��6���U �(



�CY 2���%1 �C

������� �� y =

√
x+ �x

(x� + ��)�
���B Z5-
 E-K ����

^G���� 3�E���� 7��� � �!A8 ���1 O(�� 7��� 3	�'2 �� ?��F��� �( -0�

y′ =
( �

�
√

x
+ �)(x� + ��)� − �(�x�)(x� + ��)�(

√
x+ �x)

(x� + ��)�

=
( �

�
√

x
+ �)(x� + ��) − ��x�(

√
x+ �x)

(x� + ��)�

x P.8 	� 3���#$� ����B X�� v � u �� %&� 	�� ����� 	i�� ����B Z5-
 B-K ����
������3


lnu =⇒ u′

u
|pm}

au =⇒ u′au ln a �(�f�-� a |po}

eu =⇒ u′eu '`� �-� e |tq}

uv =⇒ uv(v′ ln u+
vu′

u
) ���	� O(�	� 7��� |tp}

arcsin u =⇒ u′√
�− u�

|tt}

arccos u =⇒ −u′√
�− u�

|tr}

arctan u =⇒ u′

�+ u�
|tv}

arccot u =⇒ −u′

�+ u�
|ts}

sinhu =⇒ u′ cosh u |tu}

cosh u =⇒ u′ sinh u |tn}

^-�
� �U	� '�� &�/��Y� �((
ln(�x� + �x− �)

)′
=

��x� + �

�x� + �x− �(
�
�x�−�x+�

)′
= (��x� − �)��x�−�x+� ln�(

e�x�+�x−�	
)′

= (��x� + �)e�x�+�x−�	

(
(x� − �)x�+�

)′
= (x� − �)x�+�

(
�x� ln(x� − �) +

(x� + �)(�x�)

x� − �

)
(

arcsin(x� + �)
)′

=
�x√

�− (x� + �)�(
� sinh�x+ � cosh�x

)′
= � cosh�x+ � sinh�x



$% �����&�' � (�)� C ��� �T\

���	�i� Z5-
 	�� ����B �� /-K �	
��

(a) y = (x� − 	x)(x� − �x+ �) , (b) y = (x� + x�)(x� + x)

(c) y = (x� − x�)(x� + �x− �)� , (d) y = x�(�
√
x− �)(�x� + �x)

(e) y =

√
x+ �√
x− �

, (f) y =
lnx− �

ex + �

(g) y =
x� − x

x� + �x− �
, (h) y = (

√
x� − �− �x)(x� − �x)

(i) y = (�x� + �)
(
�x− �

�x+ �

)�

, (j) y =
(
√
x� − �− �x)(x� − �x)

x� + �

(k) y =
sin x+ cos x

sin x− cos x
, (l) y = sin(cosh x) cos(sinh x)

(m) y =
sin�x

sin�x+ cos�x
, (n) y = � sin�(cosx) + tan(cos x)

(o) y =
x cosx

sin� x+ �
, (p) y = sinx x

(q) y = �
sin�x + ln(tan x) , (r) y = tan(sin�x) − � cos�(x�)

(s) y = arcsin(x+ ln x) , (t) y = sinh(arcsin x+ arccos x)

(u) y = �
arcsin �x + (arccos x)� , (v) y = tan�(arcsin�x)

7�C b���� Q�`� ����S
7��� &�'( �� &'��� ��!� *G���� ���� y′ �( �'�0 � ?��� :��	� �� 3�� �@�'� 7��� �	
���

�
9�  ��� x �A>'( y 7��� ?$-
�-���� �� ��� dy
dx

��� �� ��E( 3��

y′ =
dy

dx

^�	!� x�'9� #�
M ��	� �� �� |���	�) 7��� �(} O(�� R� I�� 7���

f ′′(x) = lim
Δx→�

f ′(x+ Δx) − f ′(x)
Δx

^�	+ �� ?��� ���� #�
M -�-U &��6P��!� �( � O(�� 7��� 7��� �� �A���@� ��

y′′ =
d

dx
(
dy

dx
) =

d�y

dx�

7��� �%� �	�( � f ′′′ I	� � f ′′ I�� � f ′ 3�� &�/L��� y = f(x) O(�� &�'( �%� ���> ��
�
9�  �'� �2'9� f (n)(x) �� y(n) ��	K( ��	� �� �� I�−n

y(n) = f (n)(x) =
dny

dxn



�T� 2���%1 �C

��-( �( ���	� �1'( �� �/
�  ���-� �	U� �KC�� 3	�'2 O(�� R� ?�	C�� ���'� ��L��� &�'(
*�2�� �/�0 I�−n 7��� &�'( �%� ?$-��8 ��	� ��  -
M �9(�	� x%�C� ���'� &�/L��� ����0

������� �� y(���) ���7
 � "�	� ���J �� y =
�

x
���B F�−n Z5-
 A�
	� H-K ����

7@Z �� I�−n 7��� 3	�'2 � ?���0 ��-( �� O(�� 7��� �� x%�C� �@�'� -
M �-�(� -0�
*G����� �-> �/�0⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

y′ =
−�
x�

y′′ =
�!

x�

y′′′ =
−�!

x�

y(�) =
�!

x�
...

=⇒ y(n) = (−�)n n!

xn+�

*��� O(�� I-4 7��� y(���) = (−�)���
�

!

x���
=
�

!

x���
#��'(�
(

�D�� Q�`� ����S
&����-U N(�8 y '�[�� O(�� #�� �� �� G�(�� �� �� x� + �y� − xy = �x O(�� �( &'D� �(
���# ���  O(�� b	� #�� �( *G�A�	
( NL�A� �9(�� ��	K( �'�0 G���	� �!� � ?�	@� x '�[�� ��
&�?-+�-U NE+ �( y = f(x) O(�� �� ��� �� ��E( h��i ��� N(�L� �� �
!� O(�� I�� *G�.	P

*�	+ �� ��+	� y � x &��'�[�� ��
^���� �	U� _�� �� y �� &'��L��� &�'(

?�'� &'��L��� #�2'Z ��  7��� &�/�	�'2 �� ?��F��� �( _�� #�� �� ^f!
�D� ��V� |x��
7��� 3�Y� &�'( *G�
� �� '�5 �	1 &�U �� J\ L�A� �� y′ O(�� � x′ = � �� G�
� �� �'2 �

^�	+ �� #�
M S�( O(�� �
!�

�x� + �(�y′y�) − (�.y + y′x) = �

�x� + �
y′y� − y − xy′ − � = 


��	K( �� �
!� 7��� f(x, y) = 
 O(�� &�'( ^�jJ� ��V� |X

y′ = −fx

fy



$% �����&�' � (�)� C ��� �T�

�� �� -�
� �8� *��� y �( f �@A� 7��� fy � x �( f �@A� 7��� fx �� G�
� �� x�'9�
S\ �!U� �� _�� #�� -
M '� *-
�A� y′ = � � x′ = � �� G�
� �'2 �A��( �� ���> #��
�� � ��� ?'�[�� -
M O(�	� &'��L��� �� �%� �+�� O8�� �� ��� G�
� �� �2'9� �.=U I�� �(

*�'� G���	1 �@4 �0 �� N�KF�( po NK2

������� (−�, π
�

) ��f7� �� �� �x� + � sin y = �y − �π ���B 3��^ Z5-
 I-K ����
�!A8 �.=U 7��� 3	�'2 �( � f(x, y) = �x� + � sin y − �y + �π = 
 G���� -0�

^G�A�	� �� |X}

y′ = −fx

fy
= − 	x�

� cos y − �
=⇒ y′(−�) =

	

�

� B-K �	
��

*-�
� �-�) x =
π

�
�� �� y =

tan x− �

tan x+ �
O(�� I�� 7��� |p

*-�(��( �� cos�(sin�x) O(�� I�� 7��� |t

*-���0 ��-( y =
x� + �

x
O(�� I�Wn 7��� &�'( ��	�'2 |r

*-�(��( �� '�� �
!� O(�	� 7��� |v

(a) y� − sin(xy) = �x , (b) x� + y� = �xy + �

(c) ln(xy) = cosx+ y� , (d) tan(x+ �y) = �
√

sin x+ cos y

0����#�H BC��� Q�`� A���S

y � x O(�� �� '� 7���
{

x = x(t),
y = y(t).

-
��� �9(�� � |u*n;C( ��} &'�����) O(�� 7��� &�'(

=�����S ��!� �� *
{

xt = x′(t),
yt = y′(t).

�� �A���@� O(�� 7��� #��'(�
( � ?�'� X�A> t �( �@A� ��
^�+	� ��	� �� O(�� 7���

y′(x) =
dy

dx
=

dy
dt
dx
dt

=
yt

xt

�t = 
 ��
{

x = �t− t� + �,

y = �t� + t+ �.
���B Z5-
 ���7
 %.��Of
 K-K ����

S�( 3	�'2 7@Z �
{

xt = �− �t�,
yt = �t+ �.

G���� t �A> '( &'��L��� �( -0�

y′(x) =
yt

xt
=

�t+ �

�− �t�

y′(�) =
�t+ �

�− �t�

∣∣∣
t=�

=
�

�



�T! 2���%1 �C

������� t = π ��f7� �� ��
{

x = �+ cos t,
y = t sin t.

 	5
���J ���B Z5-
 ���7
 ,M-K ����

&��6���U �( �
{

xt = − sin t,
yt = sin t+ t cos t.

G���� -0�

y′(x) =
yt

xt
=

sin t+ t cos t

− sin t

,)

y′(
) =
sin π + π cos π

− sin π
=

−π



= ∞

^G�A�	� �� #�
M &'�����) O(�� R� I�� 7��� &�'(

y′′(x) =
d�y

dx�
=

d

dx
(
dy

dx
) =

dy′

dx
=

dy′
dt
dx
dt

=
y′t
xt

������� ��
{

x = �+ t�,

y = t+ t�.
 	5
���J ���B F�� Z5-
 ,,-K ����

�( ����� �� y′(x) =
yt

xt
=

�+ �t

�t
&��6���U �( �

{
xt = �t,

yt = �+ �t.
G���� -0�

^G�A�	� �� ��	K
�-( � y′t =
�× (�t) − �× (�+ �t)

�t�
=

−�
�t�

�-"� &'��L���

y′′(x) =
y′t
xt

=

−�
�t�

�t
=

−�
�t�

BC�� /! b�'�� Q�`� N���S
x�'9� y′ = f ′(u)u′ NE+ �( �� 7���  ��� x �A> '( �9(�� u �� y = f(u) O(�� &�'(
�A> '( u �	1 �� ��� u′ = � �� ��� ��
M u '�[�� �A> '( f 7��� 3	�'2 #�� �� *G�
���

*�	+ �� ��2'P 7��� x NL�A� '�[��

������� �� y = sin�(cos�x) ���B Z5-
 ,.-K ����
7@Z u = cos�x �� �	!� �-U ��
M y = sin� u ��	K( ��	� �� �� '��> O(�� -0�

,) u′(x) = −� sin�x � y′(u) = � sin u cos u �� �"�0 �� O(�� �� ���'� 7��� 3	�'2

y′(x) = f ′(u)u′(x)

= � sin u cos u×−� sin�x

= � sin(cos�x) cos(cos�x) ×−� sin�x

= −� sin�x sin(cos�x) cos(cos�x)
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)/#�/ BC�� Q�`� O���S
y� = f(x�) �� g O(�� � -+�( g ����� �( R� �( R� � ���	�) �9(�� y = f(x) O(�� 'P�

^��� '�� 7��� �( '�6`L��� y� �� g ��	4 #�� ��  -+�( ���	�)

g′(y�) =
�

f ′(x�)

O(�� g ���"�0 �� �'�� -
� R!� �0 G/2 �( 3	�'2 #�� ��@f� -��+ *f ′(x�) �= 
 �� �Z'�(
� g′(f(x))f ′(x) = � G���� g(f(x)) = x ���'� �� 7��� �( gof(x) = x ,) ��� f �����
�$"��� �� g′(y�)f ′(x�) = � �� g′(f(x�))f

′(x�) = � -�� �� �"��� y� = f(x�) �$�L� ��
#�+�� ��-( ��	� �� �� O(�� R� ����� O(�� 7��� �� �A�0 ��<8 #�� ��!�� *��� 'D� ��	�
*�
!� O(�	� �� J\ Y�  -+�@� �@��� N(�8 �0 ����� O(�� �� ��8� ��> ���0 ��-( ����� O(��

^-�
�@( �� '�� 3�Y�

������� (�,�) ��f7� �� �� x� + y� − �xy = � ���B ,���� ���B Z5-
 ,/-K ����
^G�A�	� �� � ?�'� ?��F��� �
!� 7��� �� �6� ?�	@� &����-U N(�8 y �� x '�[�� -0�

�x� + �y′y� − �y − �xy′ = 


�( ��� '(�'( ����� O(�� 7��� � y′ =
�

�

G���� '���L� &��6���U �(

g′(�) =
�

f ′(�)
= �


� C-K �	
��

*t = 
 ��
{

x = t� + t,

y = t� − t− �.
&'�����) O(�� I�� � 3�� 7��� ��-L� �A(	%�� |p

*t = 
 ��
{

x = sin t− cos t+ �,
y = sin t+ cos t− �.

&'�����) O(�� I�� � 3�� 7��� ��-L� �A(	%�� |t

*-�(��( (�,�) �$�L� �� �� x� + y� + xy = x+ y + � O(�� ����� O(�� 7��� |r

*-�(��( (
π

�
,�) �$�L� �� �� sin(xy) + �x�y − y� = π� O(�� ����� O(�� 7��� |v

*-�(��( �� '�� O(�	� 7���  O(�	� ���'� 7��� �� ?��F��� �( |s

(a) y = sin(cos� x) , (b) y = sin(sin x+ cos x)

(c) y = sin(cos(tan x) , (d) y =
�
√

sin� x+ �

(e) y = (x� + �)	 , (f) y = sin�
(
ln(x� + x) + �

)
(g) y = 	

√
(tan x− �)� , (h) y = x

√
tan(tan(tan�x))
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E�F� ��0��# ��D
��8�� ���P �	U� #�� �(  �	+ �� ?��F��� G�L�A� 	
( N.�A� �� &���A( �� 7��� �	1 -
M'�
&���'(��� �� &'K�C� *G�'�P �� ��E( ��-
� � &'@U �S	/"� #�2�� &�'( �%!E� �'�0

*�	!� G���	1 3�@�� X��� &�/��� �� �'�0 &���'(��� ��� ?�	!� '�5 N�5 �� �� 7��� ��	!�

�D$D� �C �U�R / ]��� Z> ����S
��e
� $� ��� ��V� �+* 8$�9� [��� TQ A!L -+ ��FP NK2 &�-�(� �� �� ��	���!�
��	� ��  ��'F� &���L� �� O(�� 7��� ����0 ��-( �( ,) *m = f ′(x�) �
9� p[�� 
�

� '( G.�8 � ��!� ]1 �S��9� *�2�� �

� �� ��L� �0 �� �� G.�8 � ��!� ]1 ��+

^��� '�� ��	K( x� �$�L� �� y = f(x) O(��

y − f(x�) = f ′(x�)(x− x�) ��!� �1 ����9�

y − f(x�) =
−�
f ′(x�)

(x− x�) G.�8 �1 ����9�

*����−y �	� &��	� -+ ∞ 'P� � ��−x �	� &��	� ��!� ]1 -+�( 'F4 ��+ 'P� �\!%A�

����� ���J x = π �� �� y = � sin x+ � 3�/�
 	� C��
 (9 �� $��4
 ,B-K ����
7@Z G.�8 � ��!� ]1 �S��9� � f ′(π) = � cos π = −� G���� ��+ &�'( -0�

^�	( -��	1 '�� ��	K( S�( &�/�	�'2

y − � = −�(x− π) =⇒ y = −�x+ �+ �π ��!� �1 ����9�

y − � =
−�
−� (x− π) =⇒ y =

�

�
x+ �− π

�
G.�8 �1 ����9�

�D$D� /! :�C �� 
/� ����S
��-( &�'( *��+��	1'( �$�L� �� �/�0 &�/��!� #�( �$ ���� �� �A���@� �

� �� #�( �$ ����
?�	!� �-�) �/�0 OZ�L� �$�L� �� �� �

� �� '( ��!� w	�1 ��+ �

� �� #�( �$ ���� ����0

]1 �� #�( �$ ���� 3	�'2 �� ,`� � |m� � m� J\ Y�}

tan θ =
∣∣∣ m� −m�

�+m�m�

∣∣∣
*G���0 �� ��-( �� �

� �� #�( θ �$ ����
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������ �� 	� 3�/�
 �� ���� ,�-� � "���1 %&�� �� 	�� 3�/�
 �� )�� ����� ,C-K ����

y =
x�

�
− x�

�
, y =

−�
�
x� +

�

�

�� �A���@� �

� �� ��	1'( N� -0�

x�

�
− x�

�
=

−�
�
x� +

�

�

x� = �

x = �

^G�
� �� �-�) x = � �� �� �

� �� 7���

y =
x�

�
− x�

�
=⇒ y′ =

�

�
x� − �

�
x =⇒ m� = y′(�) = �

y =
−�
�
x� +

�

�
=⇒ y′ = −�

�
x =⇒ m� = y′(�) = −�

^G�A�	� �� ]1 �� #�( �$ ���� 3	�'2 ��

tan θ =
∣∣∣ m� −m�

�+m�m�

∣∣∣
=

∣∣∣ (�) − (−�)

�+ (�)(−�)

∣∣∣
= ∞

θ =
π

�

� E-K �	
��

*-�
� �-�) x = π �� �� y = sin x− �x+ � �

� '( G.�8 � ��!� w	�1 �$ ���9� |p

*-�(��( x =
π

�
�� �� y = � sin� x− � cos x �

� '( G.�8 � ��!� �$ ���9� |t

*-�
� �-�) �� ��� �x+ �y = � ]1 &��	� �� y = �x� − � �

� '( ��!� ]1 |r

*-�(��( (�,�) �� �� √x+ y −√
x− y = � �

� '( G.�8 � ��!� w	�1 �$ ���9� |v

*-�
� X�A> x =
π

�
�� y = cosx � y = sin x &�� �

� #�( �$ ���� |s

����&'� c��- ����S
a �� ����A!� R� �� O8�� w�L� &�'( 'P� ��� |#���(} G!�=��� a �$�L� �� f O(�� ��-L� G�.	P

^G�+�( ��+��

f(x) ≤ f(a)
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a �� ����A!� R� �� O8�� w�L� &�'( 'P� ��� |#�!�} G!�
�� a �$�L� �� f O(�� ��-L� G�.	P
^G�+�( ��+��

f(x) ≥ f(a)

G!�� �� � G!�=��� Z�L� ;��!� /-K NE+

f�!��� ��-L� �� � f��J6�� ��-L� &���� ?��( �0 ��  -+�( ���	�) ��A( ?$��( R� �� �� O(�� '�
O(�� G�'�A�� w�L� *�	+ �� aJZ� f���D6* w�L� O(�� R� G!�
�� � G!�=��� w�L� �( *���
*-���-L� #�'�!� �� #�'���( &���� ��+ ����A!� R� �� �	U	� w�L� �( �@A� �
9� -�� �@A�
*G�.	P �� �)e� f�!�!�  G!�� �� #�'�EM	� �( � �)e� f��J6��  G!�=��� �$�L� #�'�P�=( �(
�KC�� �$ %4�2 �� �� �9(�� '� �%� �	�( *�-�� �� ���� �� O(�� R� G�'�A�� w�L� v*oNE+

*��� �@A� |min} G!�� �� �� |max} G!�=��� &���� �%4�2 �0 �� -+�( ��-��'� � ���	�)

�0 G�'�A�� Z�L� � �

� R� ���	!� B-K NE+

y = (x� − �)(x� − ��)(x� − ��)(x + �) Z��+ ���/) 5�



$% �����&�' � (�)� C ��� �TV

&���L� x� G�.	P -+�( 'F4 ;L��� �� � ?�	@� '�6) 7��� x� -
��� &���L� �� f O(�� ?�P'�
*��� f &�'( ��*���

�%&� 3��	/� x� �� f M���� �5��� 3*.� �
	5.�� x� �� f "�G	� C-K ����
f ′(x�) = 
 ,) -+�( ��+�� �@A� G�'�A�� � ?�	( '�6`L��� x� �� f 'P� �%�� #�� 7@Z

*���

����� 2#-
 �� y = �x� − 	x� + ��x− � ���B �
	5.�� t�7� ,E-K ����
�� -
���@� G�'�A�� w�L�  &'��L��� �( -0�

y′ = �x� − ��x+ �� = �(x− �)(x− �) = 
 =⇒ x = � , x = �

#�� s*o�%�� 7@Z �� -�
� �8� *-
9(�� #�� G�'�A�� w�L� A(�,−�) � B(�,−�) w�L� �
*-
+�@� �	U	� G�'�A�� w�L� �/
� ��� #E!�  w�L�

G�'�A�� w�L� �	U� &�'( �3m w�'+  s*o�%�� �� �	�6� ����� �� ��� '�5 �( I�S
�6�  �A�� ����A!� &���� ?��( &�/��� � �-�(� w�L� �� O(�� �	M J\ Y� *-
�A�� �4�6 ��� -
�A�
,E� #��'(�
( *��A�� �@A� G�'�A�� &���� w�L� #�� �� O(�� � ?�	@� '�6`L��� w�L� #�� ��
&���( f ′(x) = �x� 7��� �( f(x) = x� O(�� 3�Y� &�'(  -+�@� ���� ��� #E!� �%��
#�� #�2�� &�'( *�A�� G�'�A�� ��L� #�� ��� -�� �� ���� ���'( �� x = 
 �$�L� f ′(x) = 


*�	+ BC�� O(�� G�'�A�� w�L� �� G��� �� �.��� �� �.�/�	��0  �2�� w�'+
^�2'P �"��� ��	� �� #�
M p*r*n;C( ����� ��

3$�X� ���B f ′ < 
 	G� �  ��4< ���B M���� f ′ > 
 	G� M"��#$� "���� E� �� E-K ����
�%&�

)�� �� � "��� �5&��J x� A�8 f 	�oL75-
 ���B ���� �	� �>�* ��V� '�3d� H-K ����
RL& M���� 3��	/� �f7�

3$�X� ���B x� %&�� %�& t�7�  �	� �  ��4< ���B Mx� @6 %�& t�7�  ���� 	G� Hd
�%&� 3*.� ���X��
  ���� x� �� ���B "�i�1 M����

 ��4< ���B x� %&�� %�& t�7�  �	� � 3$�X� ���B Mx� @6 %�& t�7�  ���� 	G� Ha
�%&� 3*.� ���� 3
  ���� x� �� ���B "�i�1 M����

Y8W� �/�B��� ��)� �� 
���� ��4�@ S�/+ -:� ��
D� -���/� �� -���(:� �$���)� X�D) ��%� 
�?�6 5�

"�:�� �� [\2� Y8W� �/:) �� ��
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�0�1 �� ���B �� ���� 2#-
 �� 3>��"��� f(x) = (x+ �)�(x + �)� ���B �� ,H-K ����
�%&� 3$�X� ��  ��4<

�� -
���@� ���'( w�L�  &'��L��� �( � ��� ���	�) � &��%!U-
M f O(�� -0�

f ′(x) = �(x+ �)(x+ �)� + �(x+ �)�(x+ �)

= �(x+ �)(x+ �)(x+ �+ x+ �)

= �(x+ �)(x+ �)(�x+ �) = 
 =⇒ x = −� , x = −� , x = −�
�

^G�A�	� �� 7��� ��J� #��9� �( ���=� � &�	94 &�� ?��( #��9� &�'(

x −∞ −� −�
�

−� +∞
y′ - 
 + 
 - 
 +

y +∞ ↘ 
 ↗ �

��
↘ 
 ↗ +∞

min max min

*��� ↘ ���=� � ↗ &�	94 �0 �� O(�� �� -
� �� BC�� �� �.��?��( �/��E�) �/U
�� � ?�	( 'F4 �0 �� 7��� �� ?-+ �2�� &−x� �$�L�  s*o�%�� 7@Z �� -�
� �'2
w�L� *G�
� �� ?��F��� >�* ��V� '�3d �� G�'�A�� b	� ��'� BC�� &�'(  ���-� �	U� �E
��
�� G���	� �� �'E� #��9� �� G�'�A�� b	� 3�� 7��� �	��0 �E���	4�� *-�
� ��� =�� �� �.�/���

*G�'@( ?'/( ��'P �� ���( N�5 �� �� I�� 7��� �	��0

RL& ���� ����
 f ′′(x�) � f ′(x�) = 
 	G� f ���B  �	� ���� ��V� '�3d� I-K ����
����� 3*.� ����3
 x� �� ���B ���� f ′′(x�) > 
 	G� Hd

�%&� 3*.� ���X��
  ���� x� �� ���B ���� f ′′(x�) < 
 	G� Ha

*-�
� #��9� �� pu*oA�l
 �� ���o
 �
	5.�� t�7� U�� ,I-K ����
=�� � G!�=��� A �$�L� � f ′′(�) = −� < 
 #��'(�
( f ′′(x) = ��x − �� �	M -0�

*��� O(�� G!�� �� B �$�L� �
9� f ′′(�) = � > 


'P� �%��	�( *-��!� '��[� ����( �

� |&�	P} '9L� �/U ��� #E!� ?��( R� 3	Z ��
�

� '9L� �/U -+�( f ′′ < 
 'P� � ��S�( �( �

� '9L� �/U -+�( f ′′ > 
 ?��( R� ��
�

� '9L� �/U �0 ����A!� �� �� ��� &� ��L� O(�� R� We� ��e
� *��� #�.�) �( � �
�� ��� &���L� O(�� x�� �$�L�  -+�( �	U	� I�� 7��� 'P� '��� ����@9( *�	+�� �	�
�� j�A��Sl O(�� x�� �$�L� ����0 ��-( &�'( �
9�  �	+ �� 'F4 �"�0 �� I�� 7���
^-�� ��J� '��[� ��L� #�� �� f ′′ �� ��� �2�� x�� �$�L� �	U� &�'( *-+�( f ′′(x�) = 




$% �����&�' � (�)� C ��� �U\

���� ����
 f ′′(x�) � ���� ���B ]f x� � "��� 	�oL75-
 x� A�8 f ���B 	G� K-K ����
�%.�� %&�� POf
 )�� R? �%&� f ′′(x�) = 
RL&

����� )��4B �� y = �x� − �x� + �x ���B ]f t�7� ,K-K ����

3�-U *-
9(�� x�� w�L� x = ±�
�

w�L� #��'(�
( f ′′(x) = ��x� − � = 
 �	M -0�
^��� #�
M I�� 7��� ��J� '��[�

x −∞ −�
�

�

�
+∞

y′′ + 
 − 
 +
'9L� �/U S�( �!A( #�.�) �!A( S�( �!A(

po*o 3�Y� ���	!� C-K NE+

� H-K �	
��

*��� ���=� �� &�	94 �/�0 �� O(�� �� -�
� BC�� �� �.��?��(  '�� O(�� '� &�'( |p

(a) y = �x� − ��x� + ��x− �
 , (b) y = x+
�

x

(c) y = sin x ; [
,�π] , (d) y = �− (x− �)�

(e) y = �
√
x+

�
√
x+ � , (f) y = x�(�− x)�

(g) y = (x� − 	)� , (h) y = �
√
x+

�
√
x+ �

&�/�	��0 �( �� G�'�A�� w�L� b	� *-�(��( �� '�� O(�	� x�� w�L� #�
h!� � G�'�A�� w�L� |t
*-�.�!� #��9� I�� � 3�� 7���

(a) y = x� − x� , (b) y = �x� − �x� + � , (c) y = x� − �x�

(d) y = sin x , (e) y = sin x+ cosx , (f) y =
�

sin x+ cosx
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(g) y =
x

x+ �
, (h) y =

x�

x� + �
, (i) y = x�(x+ �)�

(j) y =
x�

x� + ��
, (k) y = �x

√
�+ x� , (l) y =

(
x� − �

x� + �

)�

���-� I�� � 3�� 7��� x = � �$�L� �� �E
�� �	U� �( y = �
√
x− � O(�� �� -��� ���� |r

*��� O(�� x�� �$�L�  ��L� #�� ���

�� #�( �-+�( ��+�� �@A� G�'�A�� �\��=�  ���	�� x�� �$�L� �� #�( -��( O(�� R� ��0 |v
��	�M ���	�� '�� x�� �$�L�

x�� (−�,−�) �$�L� �� -�(��( ��
M �� c � b  a '���L� ,`� y = ax� + bx� + c 'P� |s
*-
� O�8 p �� �� �/�	Z �	� O(�� ���	!� � ?�	( O(��

'( �� ��� y = x� −�bx� + cx+ d O(�� ���L� =�'� O
(
b, f(b)

)
�$�L� �� -��� ���� |u

*��� 7@�
� O(�� x�� ��L�

BC��� �.# ����S
'�� N>�'� ��� I�S  N@8 &�/�C( �� ?-+ ��	
� ����� R!� �( O(�� R� ���	!� G�� &�'(

^-�
� �'U� ���'�( ��

*-���0 ��-( �� O(�� �$ 
��� •

*-���0 ��-( �� O(�� &�/@��"� •

*-�(��( �� O(�� ���!�>� G�'�A�� w�L� 3�� 7��� �� ?��F��� �( •

*-�(��( �� O(�� x�� w�L� � �@��� �� O(�� I�� 7��� •

*-�
� G�� �� ��� ����� 8*�!!" >�	� �� '�� 3�-U •

*-�.�!� G�� �� �

� ���	!�  �0 &�� ?��� � ��'��[� 3�-U �� ?��F��� �( •

x −∞ a G.�8I b +∞
y′ - 
 + | 


y �L2�I ↘ | ↗ � | �L2�I
f(a) � f(b)

���P *�	!� G���	1 G�� � ��1�
+ �'�0 '�/( G�
� ��E+0 O(�� ?��(�� &'���( ���.=U �M '�
*-

� �� ����'2 R!� O(�� G�� �( =�� �E!� w�L� ��8��
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y =
x+ �

x� − x− �
���B �&� .M-K ����

*G�
� �� ���2� S�( N>�'� 7(��� -0�
Df = R − {−�,�}

x� − x− � = 
 =⇒ x = −�, x = � G.�8 &�/@��"� , y = 
 N��� ���"�

y′ =
−x� − �x

(x� − x− �)�
= 
 =⇒ x = 
, x = −� G�'�A��

x −∞ −� −� 
 � ∞
y′ - 
 + � + 
 - � -

y 
 ↘ −�
	

↗ � ↗ −� ↘ � ↘ 


min � max �

^��� #�
M ��'��[� 3�-U ]�	� ?-+ BC�� ���.=U �( O(�� #�� ���	!�

tq*o 3�Y� ���	!� E-K NE+

����� �&� �� 	�� ����B I-K �	
��

(a) y = �x� − ��x� + �
 , (b) y =
x− �

x� + x− �
, (c) y =

�

�+ x�

(d) y =
x� + �

x� + �x− �
, (e) y =

�x� − �x+ �

x� − x
, (f) y =

x� − �

x� + x
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0�. �D�YC A���S
*�A��� �%�A� G� �� �!A8 -��( �� ]��'+  ��� �4�1 ]��'+ �( &��-L� #�2�� �� �@4 ��8�
&3�+��!�� ��	
� �� �� �%�A� -+�( �0 ��	( G!�� �� �� G!�=��� '( �
�@�  ��-L� #�� #�2�� 'P�
g'�� ]��'+ 7@Z ,`� � ��2�� �� ��� �
�/( O(�� �-�(�  &��� �
�/( N.�A� �� *G�
� �� g'��

*G�(�� �� �� �
�/( ��-L�  ?-+

���� ���X��
 I4�	
 �� ,1 ;^�SB �� ������ (
,�] "���� ��  �� .,-K ����
*G�
��� x�'9� f(x) = x−x� ��	K( �� ��� �
�/( O(�� x ∈ (
,�] �E
�� �'2 �( -0�

^G���� G�'�A�� &�'( ?-+ ��FP H>�@� 7(���  �
�/( ��-L� #�2�� &�'(

f(x) = x− x� =⇒ f ′(x) = �− �x = 
 =⇒ x =
�

�

*-
� �� -���� �� y =
�

�
G!�=��� ��-L�  ��'��[� 3�-U G��

x 

�

�
�

y′ + 
 -

y 
 ↗ �

�
↘ 


max

 �"	���  � "��' �� V� %��+ ��8 �� M�5.� 3O?�  �����5&� 3W�' �����9 3
 ..-K ����
��?� ��7
 )�	5�� I59�& �� �� ���� ���i6 "��' U�4� �� 3W�' U�SB�� %*.� �����.� ��7
 ��

=���

tt*o 3�Y� ���	��� H-K NE+

πr� ?-��8 �>�A� -+�( ���	��� b�F��� h � ?-��8 b�9+ r �� �'2 #�� �( n*oNE+ -
��� -0�
^��� #�
M �Z	8 N� �>�A� ���'� #�-( � ��� �πrh �@��U �>�A� �

S = �πrh+ �πr�
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�� �A���@� N� �>�A� O(�� � h =
V�
πr�

�6� ?�	( V� = πr�h �(�f ��-L� �Z	8 G">

S(r) = �πr
V�
πr�

+ �πr� =
�V�
r

+ �πr� , r ∈ [
,∞)

�	��0 *r =
�

√
V�
�π

�
9� S′(r) = −�V�
r�

+ �πr = 
 N� �>�A� ��	( �
�/( �/U
*�	+ �� X	A� S(r) G!�
�� ��L� #�� � S′′(r) = ��π > 
 �� -�� �� ���� I�� 7���
h = �r �@A� V� = πr�h ���@� �� &��6���U �( V� = �πr� G���� ��-L� #�� �� #�
h!�
'(�'( ���	��� b�F��� �A��( �� �	L� �� N8�-> ?$��F��� &�'( -�� �� ���� �� �	+ �� N4�>

*-+�( �0 ?$-��8 '�8

*# �� �^R / :�@-��� #�"�� �� �^R N���S

��  -+�( '�6) 7��� (a, b) ?$��( �� � ?�	( ���	�) [a, b] �$ �A( ?$��( �� f 'P� 5O!Z��!� $*	
� �� !�_
�� �!AL( �A� c ∈ (a, b) �	M &���L� ��	K
��

f ′(c) =
f(b) − f(a)

b− a

tanx ≥ x ����� 
 ≤ x <
π

�
 �	� ���� %��+ ./-K ����

R� #������ ��-L� �$ �<8 7@Z b = x � a = 
 �'2 �(
(

,
π

�

)
?$��( �� x '� &�'( -0�

�� ���� �	U� ��
M 
 < c < x �� c

f ′(c) =
f(x) − f(
)

x− 

=⇒ tan x− 


x− 

= �+ tan� c ≥ � =⇒ tan x

x
≥ �

*��� I�!� ��@f� �
^��� #�
M �� �	+ �� N�-@� 3� �$ �<8 �( #������ ��-L� �$ �<8 Q�1 ���> ��

 f(a) = f(b) � -+�( '�6) 7��� (a, b) ?$��( �� � ���	�) [a, b] �$ �A( ?$��( �� f 'P� 5>$ �� !�_
*f ′(c) = 
 �� �A� c ∈ (a, b) �	M &���L� ?���0

����� 37�78 ��-�� E� 	l���8 x� + x+ � = 
 �� $��4
 ���� ,�-� .B-K ����
f(a) = f(b) = 
 ,) -+�( b � a =��!�� �$��� �� &���� f(x) = x�+x+� O(�� 'P� -0�
?��h�� 7��� � f ′(x) = �x� + � > 
 ��� f ′(c) = 
 �E��
M �A� c R� 3� �$ �<8 7@Z �

*��� �F�
� =��!�� �$��� �� �	U� ���'� #�-( � �	+ �!� 'F4
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*���H�% ?�"��R O���S
N> N(�8 ��CA( '��� &�/+�� �( �� ��� ��-> �� �1'( �$ @��� 7��� &���=� �� �E�

&'A� -> ��-L� 'P�  ?-��8 #�� 7@Z *-
�A�

lim
x→a

f(x)

g(x)

->  �'C� � ��	4 7��� �$ @��� �( G���	� �� ��	K
�� ��  �	+ ∞
∞ �� 




G/@� ��-L� '(�'(

^G�A�	
( '�� ��	K( ��

lim
x→a

f(x)

g(x)
= lim

x→a

f ′(x)
g′(x)

*G�'@( ��E( ��( -
M �� ?-��8 #�� ��� I�S ���P  ��-> �$ @��� ��

lim
x→∞

x�e−x � lim
x→�+

x ln x ���8 ���7
 %.��Of
 .C-K ����

� ��+�� &'A� NE+ �\��=�  &-> ���@� �A��( �� 3���)	� ?$-��8 �� ?��F��� &�'( -0�
���'� #�-( �	+ G/@� N4�>

lim
x→�+

x ln x = lim
x→�+

ln x

�

x

=
−∞
∞

hop
↪→ lim

x→�+

�

x
−�
x�

= lim
x→�+

−x = 


lim
x→∞

x�e−x = lim
x→∞

x�

ex
=

∞
∞

hop
↪→ lim

x→∞
�x

ex

hop
↪→ lim

x→∞
�

ex
=

�

∞ = 


�A�5�J�� "���' �� "��S5&� �� y = lim
x→∞

(�+
�

x
)x �8 �� *&�/
 .E-K ����

^-
� �� �-�) &'A� NE+ &-> ���@� � ?�'( #�( �� �� ��	� ln �� ?��F��� �( -0�

ln y = ln lim
x→∞

(�+
�

x
)x

= lim
x→∞

ln(�+
�

x
)x

= lim
x→∞

x ln(�+
�

x
)

= lim
x→∞

ln(�+ �

x
)

�

x
hop
↪→ lim

x→∞
�

�+
�

x
= �

* lim
x→∞

(
�+

�

x

)x

= e �"��� �� y = e� = e #��'(�
( ln y = � �
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� K-K �	
��

*�	+ G!�=��� ;�	E9� �( �0 b	!"� �� -�(��( (
,�] ?$��( �� &�-� |p

*�	+ ��-L� #�'���( ���('<%4�> � pqq ����	!"� �� -�
� �-�) �-� �� |t

*-�(��( ��−x �	� �� �� � sin x+ �xy − y = 
 �

� b�F��� 'Y��-> |r

���� &���� (
, π) ?$��( �� y = sin x+ x−� O(�� �� -�
� �(�f 3� �$ �<8 �� ?��F��� �( |v
*���

3� �� � #������ ��-L� ��<8 �� (
,�π) �$ %4�2 �� y = sin x + cosx O(�� -��� ���� |s
*-�(��( �� ��<8 �� ��'F� c ,`� � -
� �� a-4

*-+�( ��+�� �L�L> �$��� R� �� ;�( -��	� �!� x� + �x+ � = 
 �$ ���9� -��� ���� |u

-
��� a-4 #������ ��-L� �$ �<8 �� [
,�] �$ %4�2 �� y =
�

x+ �
O(�� �� -�
� ���'( |n

*-�
� �-�) �� ��<8 �� ��'F� c ,`� �

-
��� a-4 #������ ��-L� �$ �<8 �� [
,�] �$ %4�2 �� y =
√
x−� O(�� �� -�
� ���'( |m

*-�(��( �� ��<8 �� ��'F� c ,`� �

*| sin x| ≤ |x| -�
� �(�f #������ ��-L� �$ �<8 �� ?��F��� �( |o

*G���A( �	L� �� &�?'��� &�?-��8 �( w�'C� NE�( V� �(�f G"> �( ��A( �F�8 G���	1 �� |pq
���� ��E( �	L� #�'�!� ;�1�� �� �� -+�( ��	�M ?-��8 b�9+ �( x�8 b�F��� �@A�

*3���)	� ?$-��8 �� ?��F��� �( '�� ��-> �$ @��� �A(	%�� |pp

(a) lim
x→�

x
 − �

x� − �
, (b) lim

x→�

�
x − �

x
, (c) lim

x→�

ln(�+ x)

x

(d) lim
x→�+

xx , (e) lim
x→�

(�+ x)� − �

x
, (f) lim

x→�

sin x− tan x

x�

(g) lim
x→ π

�

ln(tan x)

cos�x
, (h) lim

x→�

log��(�+ x)

�
x − �
, (i) lim

x→�

esin �x − esin x

x

G�:!��'�� ��D
�( ��'��[� ��=�� � ��� ��L� R� �� NL�A� '�[�� ��'��[� �( ��A(�� O(�� R� ��'��[� �\!%A�
��+�� &'���( ��+ &� ��L� �� �9(�� 'P� �� ��� :��� *���� ���A( ��L� �0 �� O(�� NE+
NL�A� '�[�� ��'��[� ���� '( O(�� ��'��[� ��=�� ���'( �� y-� *���� &'�-�-+ ��'��[� -+�(
y � x &��'�[�� ��'��[� X�A> �( �-�(� �� *G�'�P �� R!� N�A��'F�� �� ��E
�� &�'( � ���

*G�.�!� �� ���( �� �/�0 w�@��� � G����') ��



�UU �!:&�
B�� �C

2����d� \�& ����S
��'��[� ��=��  -+�( y NL�A� '�[�� � x NL�A� '�[�� �� �9(�� �$�(�� y = f(x) -�
� �'2
#�
h!� *G���� x �� �'�0 � ?��� ���� Δx = x� − x� �( �� [x�, x�] ?$��( �� x NL�A� '�[��
� ?��� ���� Δy = y� − y� �( �� �	+ �� �"(�U y� � y� '���L� #�( �� �� O(�� ��'��[� ��=��

*��� Δy � Δx ���� w�@��� ?$-

� ���( f �$�(�� *G�.	P y �� �'�0

!%&� )��6 [−�,�] "���� �� y = x� + � 3�/�
 �� �8�� 	� ��	��uB ,�X�
 .H-K ����

x y Δx Δy
Δy

Δx
−� �

−� � −�− (−�) = � �− � = −� −�

 � 
− (−�) = � �− � = −� −�
� � �− (
) = � �− � = � �

� � �− (�) = � �− � = � �

� �
 �− (�) = � �
− � = � �

�	U� 	!� #�2�� � N��F� &�'( �0 �� N@8 '���L� �'�� ��� ���1 3�� '�� �� -�
� �U	�
�F
� Δy

Δx
�@A� � ?�	( ���=� O(�� -+�( �F
� |�	U� ��	4 ��} 7��� �� &�?��( �� *���-�
^G�A�	� �� � -
��� T+�� �!!" �'*J!�� =��d �� ��'��[� �@A� #�� �\�	!� *���

Δy

Δx
=
f(x+ Δx) − f(x)

Δx

RM	� �%�1 Δx &�'( *-�� �� ���� �� O(�� ����� �� -+� �
�0 [x, x + Δx] ?$��( �� ��
-> ��	K( 7��� �� �"�0 �� �'�� ��� O(�� |��0} &*�q�U �!!" '����( �@A� #��

f ′(x) = lim
Δx→�

f(x+ Δx) − f(x)

Δx

Δx &�'( � ��� &��A� �� �(	1 ��'L�  -> #�� x RM	� ����A!� R� ��  �	+ �� x�'9�
^�+	� ��	� �� RM	� �%�1

f ′(x) ≈ f(x+ Δx) − f(x)

Δx

'P� ,) *-+�( ��-��'� 7��� (x − Δx, x + Δx) ?$��( �� �� ��� :�4 ����
� #�� ��@�� �
NE�( �(	1 ��'L� �( �� f(x+ Δx)  -+�( ��-��'� 7��� RM	� �%�1 Δx &�'(

f(x+ Δx) ≈ f(x) + f ′(x).Δx

&=�M�� ��'��[� &���( �� O(�� ��'��[� ��	� �� ��V� A��
 >��4 #�� �$ %��	( *G�
� �� ���(
�� �A���@� O(�� ��'��[� �\!%A� *�	!� ���'( NL�A� '�[�� ��

Δy = f(x+ Δx) − f(x) ≈ f ′(x).Δx
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*Δy = �x�Δx �� �A���@� Δx �A> '( Δy �@�'L� ��'��[� ,`� f(x) = x�+� 'P� J\ Y�

����� �*&�/
 ��
√
�� 3*�	7B ���7
 .I-K ����

�� ?��F��� � f ′(x) =
�

�
√
x

�E
�� � Δx = −�  x = ��  f(x) =
√
x �'2 �( -0�

^G���� 7��� ��'L� 3	�'2

f(x+ Δx) ≈ f(x) + f ′(x).Δx√
��− � ≈

√
��+

�

�
√
��

×−�
√
�� ≈ �− �

�

= �/	

-
��� ���	C�� �$�L� �� 'P�  y = f(x) :�'4 O(�� -
��� =�� f(x, y) = 
 �
!� O(�� &�'(
7��� �� ?��F��� �(  -+�( ��+�� |Δx �= 
} &=�M�� 	!�  y �� x &��'�[�� �� �E� (x�, y�)

*���0 ��-( =�� �� &'��� ��'��[� ��=�� ��	���

M���� bka 	��	� x ��	��uB ,�X�
 (−�,−�) �� 	G� x� + y� = �xy ���B �� .K-K ����
=%&� ��76 y ��	��uB ,�X�


�
!� &'��L��� �( � f(x, y) = x� + y� − �xy = 
 G�A�	� �� -0�

y′ = −fx

fy
= −�x

� − �y

�y� − �x
=⇒ Δy

Δx
= −�x

� − �y

�y� − �x

∣∣∣
(−�,−�)

=⇒ Δy


/�
= −�

�
= −�

*��� �F
� � �	( -��	1 Δy = −
/� '(�'( y ��'��[� �6� �

����3
 %&� �� �7�'� E� e	[ �� ��G �� P4?
 	5
 d{b ���7
 M �	� 3��$�� /M-K ����
=��� ����9 ����+ 	� 	5��5��& ��6 ,�$�� U�4� ��	��uB |��1 M%&� 	5
 Q ,�$�� U�4� 35'�

G"> ��'��[� ��� V =
�

�
πr� b�9+ �A> '( &�'� �	��( G"> O(�� �� �"�0 �� -0�

�( ��'(�'( ���� �A> '( b�9+ ��'��[� r = �m �$D� ��  ?�	( ΔV = V ′Δr = �πr�Δr

Δr

Δt
=

�

�πr�
ΔV

Δt
=

�

�× �/����× ��× �
�cm�
× �	


�

�cm�

�
s
≈ �

cm

s

�(�+ t)α ≈ �+ αt ���� %��+ 37�78  ��−α  �	� ��U��� &��D���� /,-K ����
f(x) = xα �'2 �( � f(x + Δx) ≈ f(x) + f ′(x).Δx 7��� ��'L� 3	�'2 7@Z -0�

^G�A�	� ��

(x+ Δx)α ≈ xα + αxα−�.Δx

*-�0 �� ��-( (�+ t)α ≈ �+ αt ��	�'( &��A��� Δx = t � x = � #�2'P 'D� �� �(



�UY �!:&�
B�� �C

BC��� ��&-���
! ����S
O8�� �� � ?�	( 7��� �� ����F�� '�@9� �/
� N�A��'F��  7��� H@� � �J��F� X�A> ��
W 3�'���� � N�A��'F�� X�A> ��P-���0-�-) -
��� *�� � �� ��E( �0 &�'( 7��� #���	8 ��!�
N�A��'F�� ��!� d �� G�'( �� ��E( �� dy

dx
��!� ��!� 7��� ��!� &�'( �� W =��� ��S � #�	��

y = f(x) O(�� &�'( *G���� x N�A��'F�� �'�0 � ��� x '�[�� ��'��[� dx �� �	D
� � ?�	(
^G�A�	� �� J\ Y� *G�
� �� x�'9� dy = f ′(x)dx ��	K( �� N�A��'F��

d(x�) = �x� dx

��-�� � g � f '�6`L��� O(�	� &�'( *��� &'��L��� #���	8 7(��� O(�	� N�A��'F�� �$ @���
^��� #�
M �!A8 ���1 � X'<%4�>  N��F�  b	!"� N�A��'F�� β � α �L�L>

d(αf ± βg) = αdf ± βdg , d(fg) = df.g + f.dg , d
(f
g

)
=
df.g − f.dg

g�

^G�
� �� ���( '�� �� �� x �A> '( u �� x%�C� O(�� -
M N�A��'F��

u = xr =⇒ du = rxr−�dx |tm}

u =
√
x =⇒ du =

�

�
√
x
dx |to}

u = n
√
xm =⇒ du =

m

n
n
√
xn−m

dx |rq}

u = ln x =⇒ du =
dx

x
|rp}

u = ax =⇒ du = ax ln adx |rt}

u = ecx =⇒ du = cecxdx |rr}

u = sin ax =⇒ du = a cos axdx |rv}

u = cos ax =⇒ du = −a sin axdx |rs}

u = tan ax =⇒ du = a(�+ tan� ax)dx |ru}

u = arcsin x =⇒ du =
dx√
�− x�

|rn}

u = arccos x =⇒ du =
−dx√
�− x�

|rm}

u = arctan x =⇒ du =
dx

�+ x�
|ro}

u = sinh x =⇒ du = cosh xdx |vq}

u = cosh x =⇒ du = sinh xdx |vp}
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�( *-�'@�9� N�A��'F�� #���	8 =�� -
+�( �
!� �� :�'4 �9(�	� &��A� R� y'Z �� �� ����
�
*-�
� �U	� '�� &�� 3�Y�

y = �x� − �x+ � =⇒ dy = (��x� − �)dx

u� + �u− � = cos t =⇒ (�u� + �)du = − sin t dt

�y� = v sin v =⇒ �ydy = (sin v + v cos v)dv

√
y = cot u =⇒ �

�
√
y
dy = −(�+ cot� u)du

�y − �

�x+ �
= �x+ y =⇒ �dy(�x+ �) − �dx(�y − �)

(�x+ �)�
= �dx+ dy

u
√
y + yeu = � =⇒ du

√
y + u

�

�
√
y
dy + eudy + yeudu = 


� ,M-K �	
��

���� �-LM Δx �A> '( Δy �@�'L� ��'��[� ��=�� f(x) = �x� 'P� |p

��'��[� ��=�� -
� '��[� '�!����� p ?$��-�� �( O('� O%� ��8� '�� v O%� �( �9('� �� |t
*�	( -��	1 �-LM O('� �>�A�

*-�
� X�A> �� sin��	o � �
√
��/
��  

√
�
 �@�'L� ��-L� |r

��'L� 3	�'2 ��	� �� (x − Δx, x + Δx, ) �$ %4�2 R� �� O(�� ��'L� &�'( G���� �� |v
��'L� #�� �� N4�> e(f) &��1 ��-L� *�'� ?��F��� f(x+Δx) ≈ f(x)+f ′(x).Δx

�	U	� f O(�� I�� 7��� �� w'+ #�� �(} ��� e(f) =
�

�
max |f ′′ |.|Δx|� '(�'( 'Y��->

-�
� �(�f *|-+�(
�√
�− x�

∼ �+
�

�
x�

*-�(��( �� ��'L� #�� �� N4�> &��1 'Y��-> �

*-�
� X�A> �� '�� &�� N�A��'F�� |s

d
(
�x+ �

x� − �

)
, d

( √
x

�−√
x

)
, d

(
sin(cosx)

)
, d

(
�√
�− x�

)
, d

(
sin x

sinh x

)

*-�'��( N�A��'F�� '�� &�� &��A� #�2'Z �� |u

(a) x� + y� = �x , (b) �u� − eu = x− �
x , (c) ln(�+ x) = x ln y�

(d) yeu + uey = � , (e)
(y + x)�

x
=

y

x− �
, (f) sin(xy) +

tan x

y
= y�
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� 'FA!�� �A> '( ���2 P �� ?�	( P
T

= k �(�f G"> ��  8�$��(0�� �	��8 7@Z ���!L�
^G���� #�2'Z �� #�2'P N�A��'F�� �( *��� #�	%� �A> '( ��� T

dP.T − dT.P

T �
= 


*-�"
� G� �( �@A� �� ��� � ���2 ��'��[� ��	� �� ��(�� #�� �( �

,1 ,���  �
� � �5��� I��X�� �
� 	+� �� ,1 ,��� ��-� M%��+ ��8 �� 3i�� �� /.-K ����
��	��uB M"��� 	S.�B� �
 	��	� |�� ,��� ��-� ��  ��\/$ �� 	G� ��&� 3
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s
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�
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f(t) = (v� cos θ�t, v� sin θ�t− �

�
gt�)
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�� �"�0 �� -0�
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 �'2 �( *-+ -��	C� -��	� G� &=�M G�
E� �
�=� �� �'�� ��� C(
) ≥ 
 �\��=�

�	M A(x) =
C(x)

x
�� �A���@� ->�� '� T+�� �� ��J�

A(x) =
ΔC(x)
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C(x) − C(
)

x− 

=
C(x)

x
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R′(x) = � − �x �.�/� -�0�� � R(x) = xp = �x − �x� '(�'( -�0�� O(�� -0�
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 �'�� �	+ x = � �� ��� ��-L� #�'���( ��8� � ���
�A��( �� �/U #�-( �� �	+ �2'K( -��	� �� �	+ R(x) > 
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��� 06 �+ ��� �'�0 � ?��� ����
*��� �.�/� �$ 
�=� &�/
� �.�/� -�0�� '(�'( �.�/� �	� �
9�  -
��� &*�!L�� �+ ��� �� �j���
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G�

�9D�

 	�G "����� �� ���� 3
 F���� �
�


mmP�	7B �� �
�

F�G �� 3.�$�� �� I��& B,-K ����

r = (�/
�±
/
�)mm U�4� � d = (�
/
�±
/
�)mm ���6�& 	f' R�$�� )�� ��
��f��� �� ��6�& 3��8  �f9 �*&�/
  �	� �δr

r
= � × �


−� ���5� �� ��� 3
 ���1	�
!����� ;�.��	S�� �� �%&�f9  ���� �*&�/
 �� M%&� |�G  �� π �� ���1 �� � V = πr�

δV

V
=
δπ

π
+ �

δr

r

δπ

π
� �

δr

r
= � × �


−� %.��� 3
 ��� 	5�� �δr
r
�� O�� �� δπ

π
�� O��  �f9 �?���  �	�

����� P�B	B )��� ����� ���59� �� �/��� �'� ��06 π ��  �	� %.���� ��� 3
 ,�-� ��
δV

V
= �

δr

r
= �× �


−�
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&���� �� ��� V = ���/�����mm� '(�'( �!M�� G"> r = �/
� � π = �/��� �(
*-+�( �� δV = �× �


−�V = �/��mm� &��1
RM	� ε̂ � ε &�'( �� '�� ��'L� &�/�	�'2 ��	� �� (�+ ε)n ≈ �+nε �� rp*o3�Y� ��

*�2'P ?'/( ��	� �� O�'� ��@��� &�'( �/�	�'2 #�� �� *�2'P �"���

(�+ ε)� ≈ �+ �ε
�

�− ε
≈ �+ ε

(�− ε)� ≈ �− �ε
�√
�+ ε

≈ �− �

�
ε√

�+ ε ≈ �+
�

�
ε

�√
�− ε

≈ �+
�

�
ε

�

�+ ε
≈ �− ε

�+ ε

�+ ε̂
≈ �+ ε− ε̂

����X� P�	7B E6�� ε ���7
  ���� �� cos(x+ ε) 3*�	7B ���7
 B.-K ����
^G���� ��!� �� O!"%4�> 3	�'2 �� -0�

cos(x+ ε) = cos x cos ε− sin x sin ε

3	�'2 �� �� cos(x+ ε) = cos x− ε sin x G�'�P �� �"��� sin ε ≈ ε � cos ε ≈ � ��'L� ��
*�	+ �� �"��� =�� 7��� ��'L�

-�)!�1 ,,-K �	
��

*-���0 ��-( �� f(x) = x� + x+ � O(�� 7���  7��� x�'9� �� ?��F��� �( |p

*-���0 ��-( �� f(x) = sin x O(�� 7���  7��� x�'9� �� ?��F��� �( |t

*-�(��( x = 
 �� �� '�� O(�� 7��� |r

f(x) =

{
x� sin

�

x
, x �= 
'P�


 , x = 
'P�

*-+�( '�6`L��� x = π �� '�� O(�� �� -�(��( ��
M �� b � a '���L� |v

f(x) =

{
sin x+ a cosx , x ≥ π 'P�
cosx− b sin x , x < π 'P�

*-+�( �	U	� f ′(�) '�� O(�� �� �� -�(��( ��
M �� a− b ��-L� |s

f(x) =

{
�x� − � , x ≥ �'P�
ax+ b , x < �'P�



�VY �!:&�
B�� �C

*-�
� X�A> �� '�� O(�	� 7���  7��� &�/�	�'2 �� ?��F��� �( |u

(�) y = (x� − �)(x� + �) , (�) y = x� − x−� + �

(�) y = x� + �x− x+ ln x , (�) y = (x+ �)� − (ex − �)�

(�) y =
(
ln�x+ ln

�

x

)�
, (�) y = (x� − x−�)�

(�) y = (ex + e�x + e�x)� , (�) y =
�
√
ex − x+ �

(	) y = ex�+x� − ex−ln x , (�
) y = �
√

(x� − x+ �)�

(��) y = �
√
x+

�
√
x� +

�
√
x� , (��) y = (ex − �)� + �eln(x�−�)

(��) y = x� +
�

x�
− � , (��) y = x� +

�

x	
+
�

x�

(��) y =
�

x�
− �

x�
+
�

x
, (��) y =

�

e	x
− �

ex

(��) y = ln�(x� − x�) , (��) y = xe − �
�
√
x� + �

(�	) y =
�
√

lnx− ln� x , (�
) y = �
√
x− �

�
√
x� − 


√
x�

(��) y = � tan�x− � cot�x , (��) y =
�
√
e�x + x+

�

√
ln�(x� + x)

(��) y = � sin�x+ � cos�x , (��) y =
�

√(
ex�+� − ln(x� + x) − �

)�
(��) y = sin(x� + x) − tan(x�) , (��) y =

�
√
x�

�
√
x� +

�
√
x�

�
√
x�

+
�

	
√
x�

(��) y = sin x� + sin� x , (��) y = tan� x+ cot(�x− �)

(�	) y = sin�(x� − x) − tan� x , (�
) y = � sin� �x+ � cos� �x

(��) y = � tan� �x− � cot� �x , (��) y = sin
√
x+ � cos

�
√
x�

(��) y = (x� − x�)
 , (��) y = (ex + x)(e�x − �x)

(��) y =
x� − �

x

x� + ex
, (��) y =

x� + �

x� − �
− �

x� − �x

(��) y = x�
(
x+ ��

x� − �

)
, (��) y =

(
ex + �

e	x − �

)(
�x� − �

x − �

ex

)
(�	) y = (x� + ln x)	 , (�
) y = sin

√
x+

√
sin� x− �

(��) y = (x� − �)�(x� + �)� , (��) y =
√

tan� x+ �

(��) y = xx�+� , (��) y =
�
√
x− �.

√
tan x− �

�

(��) y = (sin x)sin x , (��) y =
(

�

sin x+ cos x

)�

(tanx+ �)�

(��) y = cos�x
(
x+ �

�x+ �

)
, (��) y =

√
ex + xe +

�

√
ln�(x+ e)
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(�	) y = (x+ �)�(�x− �)� , (�
) y =
�

sin x
+ tan� x

(��) y =
(
�x− �

�x− �

)�
, (��) y = (x− 	)

�

� x�

(��) y =
√

sin� x− � , (��) y = (arcsin x) ln(x sin x− cos x)

(��) y = �xex sinh x , (��) sin(xy) + cos(x�y) = tan(x+ y)

(��) y = xxx

, (��) y = ln(cos
�√
x

)

(�	) y = tan(tan(tan�x)) , (�
) x� + y� − �xy = �

(��) y =
(

sin x− �

tan x− �

)�

, (��) y = sin
(√

cosx+ �

cosx− �

)

(��) y =
�

√
cos�x− �

sin�x+ �x
, (��) y =

√√√√�

x
+

√
�

x
+

√
�

x

(��)
√
xy + x�y� = y , (��) x� sin y + y� cos x = xy

(��) y = (tan�x)ln(cos x) , (��) �
√
x− �

√
y = �

(�	) y = (x� + �)�(ex + x)� , (�
) y =
ln x+ x�

ex − ln x

(��) y = (ex + ln x)� , (��) y = arctan(xx)

(��) y = (ex − �)x , (��) y = �
√
xx +

�
√
x�x +

�
√
x�x

(��) y =
cos x

√
xsin x , (��) y =

sin x+ cos x+ �

tanx− x

(��) y = tan� x+ arcsin x , (��) y = � sec�x+ � csc�x

(�	) y = arccos(sec�x+ �) , (�
) y = cosh�x− tanh(sin x− �)

(��) y = �
√

sinhx+ cosh x , (��) y = (� sinhx− ex)�

(��) y =
x
√

arcsin x , (��) y =
�

�
√
x sin x+ cosx

(��) y = sinh(ex − e−x) , (��) y = sin(cos(tanx))

(��) y = �
sin �x + ln(tan x) , (��) y =

sin x+ cos x

sin x− cos x

(�	) y = arctan�x− arctan x� , (	
) y = tan(sin�x) − � cos�(x�)

(	�) y =
�
√

sinh�x , (	�) y =

√
cos

√
sin

√
x

(	�) y =
x sin

√
x√

x sin x
, (	�) y = ln(cos

�√
x

)

(	�) y = cosh� x− sinh� x , (	�) y =

√
x+

√
x+

√
x+ · · ·
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*-���0 ��-( x = � �� �� '�� O(�	� 7��� ��-L� |n

(a) y = (x� − x+ �)(x� − �) , (b) y = ln(x� + �)

(c) y = � ln(x� + �) , (d) y = πx+ eπx+sin πx−�

(e) y = ex�−�x�+� , (f) y =
(

sin πx− �

tanπx− �

)�

*-�(��( x = 
 �� �� '�� O(�	� 7��� ��-L� |m

(a) y =
√
x� − x+ �+x�+� , (b) y = � ln�(x�+�) , (c) y = �e−x�+�

*-�
� �-�) x =
π

�
�� �� y =

tan x− �

tan x+ �
O(�� I�� 7��� |o

*-�
� �-�) x = π �� �� y =
� sin x

�− cosx
O(�� I�� 7��� |pq

*-�(��( �� cos�(sin�x) O(�� I�� 7��� |pp

*�A�� '�6`L��� Ǳ�-@� �� y = | sin x| O(�� -��� ���� |pt

*-�.�!� ���( y = |x| O(�� 7��� &�'( ��	�'2 |pr

*-�
� ���( ���EA� � ���E� O(�	� 7��� &�'( �.�/�	�'2  7��� &�/�	�'2 �� ?��F��� �( |pv

*-���0 ��-( x =
π

�
�� �� y = �

sin �x + ln(tan x) O(�� 7��� ��-L� |ps

*-�(��( (−�, π
�

) �$�L� �� �� �x� + � sin y = �y − �π O(�� �
!� 7��� |pu

*x′(�) = � -��� ���� x� + y� = �xy + � 'P� |pn

*-�
� �-�) '�� O(�	� �� R� '� I�−n 7��� &�'( &�?-��8 |pm

f(x) = x� , g(x) = e�x , h(x) = (x+�)ex , i(x) = sin x , j(x) =
�

x� − �

*-�
� X�A> �� y(���)(
) ��-L� ,`� � -�(��( �� y =
�

�− x
O(�� I�−n 7��� |po

*���� �
�

'(�'( �@�+ �� -�(��( �� y = x� − �x� + � O(�� �

� '( G.�8 ]1 �$ ���9� |tq

*-�(��( (�,�) �� �� y = �
�
√
x− �+ � �

� '( G.�8 � ��!� ]1 �$ ���9� |tp

�� ��� x+ �y + � = 
 ]1 '( �	!� �� y =
√
x− �+ � �

� '( ��!� �$ ���9� |tt

*-�
� �-�)

*-�A�	
( (
π

�
,
π

�
) �$�L��� �� �x sin y + y cos x = �y �

� '( G.�8 � ��!� w	�1 |tr

���� &�	94 �9(��  &�	94 O(�� 7��� ��0 |tv



$% �����&�' � (�)� C ��� �Y�

���� ��!� y = arctan x O(�� '( y =
�

�
x ]1 �Z�L� �M �� |ts

*���-� �@A� G�'�A�� y = x� − �x� + ��x− �
 O(�� -��� ���� |tu

*-�
� BC�� ?-+ ?��� ?$��( �� �� '�� O(�	� ���'( w�L� |tn

f(x) =
�x� − �

x� − �
; [−�,�] , g(x) = x� − �x� + �
 ; [−�,�]

h(x) = x� − �x+ � ; [−�,�
] , i(x) = |x� − �x+ �| ; (−�
,�
]

j(x) = sin�x− � ; [−π, π] , k(x) =
√
�− �x ; [−�,�]

l(x) =
�

�x− �
; (−�,�] , m(x) = � cos x ; (−π, π]

n(x) = |x� − �| ; x ∈ R , o(x) = [x]� − � ; [−�,�]

*-�(��( �� '�� O(�	� x�� w�L� |tm

f(x) = �x�−�x�+�x , g(x) =
x+ �

x� + �
, h(x) = ln(�+x�) , i(x) = x arctan x

=�'� � x = − b

�a
3	�( &���L� y = ax�+ bx�+ cx+d O(�� x�� �$�L� -��� ���� |to

*�A�0 ���L�

*-�
� G�� �� '�� O(�	� |rq

(a) y = �x� − ��x� + �
 , (b) y =
�

�+ x�
, (c) y = x� − �x� + �


(d) y =
�x� − �x+ �

x� − x
, (e) y =

x� − �

x� + x
, (f) y =

x� + �

x� + �x− �

(g) y = x
√
�− x� , (h) y = x+

�

x
, (i) y = x− �+

�

x+ �

(j) y =
x� − �

x� + �x+ �
, (k) y = � sin x− �; x ∈ [
,�π]

x�� �$�L� (�,�) �� f �E��
M -�(��( �� c � b  a '���L� f(x) = ax� + bx� + cx 'P� |rp
*�	+ Wt ��L� #�� �� ��!� ��+ � ��+��

(�,
��

	
) �$�L� �� O(�� �� -�(��( ��
M �� c � b  a '���L� ,`� y = ax� + bx� + c 'P� |rt

*-+�( O(�� x�� �$�L� (

√
�

�
,�) � ��+�� G�'�A��

��� -+�( ��+�-� �	U� 7��� �0 �� &���L� �� s*o�%�� 7(��� �� -��=( 3�Y� �9(�� |rr
��� �	+ 'F4 7��� �0 �� &���L� �� �� -��=( 3�Y� �9(�� *-+�( G�'�A�� ��L� �0

*�'��� I�"�� 7��� �� ���J� '��[�
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*-�.�!� �-�) ?-+ ?��� w�L� �� �� '�� &'�����) O(�	� I�� � 3�� 7��� |rv

(a)

{
x = �+ � sin t
y = �− � cos t

; t = π (b)

{
x = �

t + �
−t

y = �
t − �

−t ; t = 


(c)

⎧⎪⎨
⎪⎩

x =
�t

�+ t�

y =
�− t�

�+ t�

; t = � (d)

{
x = e�t cos t

y = e�t sin t
; t = 


*-�
� �@��� �� '�� ��-> |rs

(a) lim
x→�

xm − �

xn − �
, (b) lim

x→�

ax − �

x
, (c) lim

x→�

(�+ x)r − �

x

(d) lim
x→�

tanx− sin x

sin� x
, (e) lim

x→�

�
x − �√

�+ x− �
, (f) lim

x→ π
�

(tan x)tan �x

(g) lim
x→−∞

x ln
x+ �


x+ �
, (h) lim

x→∞
(�+

�

x
)(�+

�

x
) , (i) lim

x→�

�

sin x
− �

x

*|a sin x+ b cosx| ≤
√
a� + b� -�
� �(�f O(�	� G�'�A�� �� ?��F��� �( |ru

�@��� �
√
�
 � cos�	o � tan��o �@�'L� ��-L�  7��� ��'L� 3	�'2 �� ?��F��� �( |rn

*-�
�

*���� ���� R� �\L�8� x� + x� + x+ � = 
 �$ ���9� -��� ���� |rm

*���-� �L�L> �$��� �� �� ;�( x� + �x− � = 
 �$ ���9� -��� ���� |ro

*-+�( ��+�� �� �%4�2 #�'�!� (�,−�) �$�L� �� �� -�(��( y = x�−� �!/� '( &���L� |vq

���� *-+�( ��+�� Ǳ�-@� �� �� �%4�2 #�'�!� �� -�(��( �x + �y = � ]1 '( &���L� |vp

*��� �
√
��

��
'(�'( Ǳ�-@� �� ��L� #�� �$ %4�2 -���

*-+�( ��+�� Ǳ�-@� �� �� �%4�2 #�'�!� �� -�(��( x� + y� − x = � �

� '( &���L� |vt

*���
√
��

�
'(�'( Ǳ�-@� �� ��L� #�� �$ %4�2 -��� ����

*-+�( �(�f _'�� � O%� R� b	!"� �� -�(��( �>�A� #�'���( �( &�����=�� G.�8 H%Y� |vr

� ��2�� �� y = �x� − � �!/� '( &���L� �� P = (�,
�

�
) �$�L� �$ %4�2 #�'����	� |vv

*-+�( #�'�E��=� P �( �� -�(��( �!/� #�� �� &���L�

*-�
� w�� G"> #�'���( �( &� ���	��� R �(�f b�9+ �( ?'� R� �� |vs

*��� '�!� q�p ��  ts �� ;�( ���	�� :�4 �-� �� �6U N��F� -�
� �(�f |vu

*���� �9E� '�� v ��=�� �( �!"> ;��=2� ����f '� ��  �-+ ��( 3�> �� �	��( R� |vn
���� ��-L� �M �0 G"> ��'��[� ��=�� ��� '�� pq �0 '�8 �� ����
�
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�
μm

s
-+� �
�0 �( ?'� b�9+ � ?�'� I'P �� '�!����� pq b�9+ �( &')	� &=%2 &� ?'� |vm

���� ����f '( �9E� '�!����� -
M ?'� G"> -+� �
�0 *�	+ �� ����

'P� -�	+ �� RM	� &��A� &�/�@A� �( � G� �( O%� ��  ��J�S� &��A�� H%Y� �� |vo
�-LM �>�A� ��'��[� ��-L� -+�( δ O%� ��'��[� ��=�� ��� a H%Y� O%� �� ����
�

*�	( -��	1

��-( �� '�� ��'L� ��	� �� RM	� ε &�'( -��� ���� 7��� ��'L� 3	�'2 �� ?��F��� �( |sq
eε ≈ �+ ε ^���0

�$h���� �( �#��	� N���� 3	%� &��-L�  ������ �( ���(�	8 �-( ;
��� �� ��D�3� |sp
&��?��� *��� �� #�( �� �� �h���� ?$-

� �@L
� &�'�� � ?-+ ���� ���(�	8 R� �%8
#��	� N���� �� x �D%� &���( �� -�� �� ���� �d�J�*�U*� �������0 �� N4�>
NE�( �h���� '( ?��� #�� '�f�� &�'( &-4�� G!�=��� ��-L� ��	� �� |->�� �A>'(}

R(x) =
�

x

b+ x

-+�( R(�
) = �
&����(�	8 ��'P� *��� ���(�	8 '� �( ��A(�� ��(�f b > 
 �� �2��
�

� *-�(��( �� b ��-L�  �	+ N!9�� ,E� -4�� uq H��( ->�� �
 �D%� �
9�

*-�.�!� G�� �F4 �� �� R(x)

��=��  �9��+ R� ��"�� ��  ���� N��9� �( ���!�U� ]�� �� �\�	!� �������* �)�� |st
��'2� �� �!� ��-9� ���0 �� *-(�� �� ;��=2� ����� � -�	
+ �� �� &��9��+ �� &��'2�
��'2� I�!� �� ?-+ '���( ���'!( �9��+ ��E9�� #�� ����� '��� �� � -�	
+ �� �� �9��+
����� ��-9� �� �

� R� �( ��	� �� �� �%�� #�� *-�	+ O%�� �9��+ �� �9��U |V��(}
N(t) � ����� ��-9� t -�
� �'2 *��� ���� -��?-�
+ �� �9��+ �� &��'2� ��-9� �A> '(
��=� pq '/+ R� �� �� ?��� #�� *-�� ?-�
+ �� �9��+ I�−t ��� �� �� -+�( &��'2� ��-9�

*-�.�!� G�� �� N(t) O(�� �

� �(�� ��L� �( *��� ?-�0 '�� 3�-U �� &'F�

t N(t) t N(t) t N(t)
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�M �� GAU *��� ?-�0 rs*o3�Y� �� &��(��') ��'> &'�����) �$ ���9� �F�J!4� |sr
�-�'( �	1 ��-L� 'Y��-> �( �'( �� �	+ X��') &� �����

X��') #�.�) �( &'�� pqqq b�F��� �� v� = �

m

s
����� ��'� �( �!AU �F�J!4� |sv

?��-�� �( �0 ��E�  GAU w	L� �� ,) ����f t *-
� �� w	L� G.�8 &����� �� � �	+ ��

�s � �s �Z �� �.�"(�U � �2�A� ��'��[� ]�	�� *-
� �� '��[� s =
�

�
gt� + �
t

���� �-LM �0 &��D� ��'� t = �s �D� �� *-�(��(

�"(�U x(t) = �t� − �t + � ��'> ����9� 7@Z ��Wx �	� &�� �!AU �F�J!4� |ss
&��D� ��'�[� #�
h!� *��� �-LM [�s,�s] ?��( �� �.�"(�U ��'��[� ]�	�� *�	+��

�-�(��( t = �s �� �� �0 ��'�

?�5 X��+ ?$��-�� *��� f(t) = (cos t, sin t) �F4 �� &�?�5 ��E� O(�� �F�J!4� |su
*��� �-LM

��P R� V G"> � T &��� � P ���2 �� ����P ��	!� w�A@�� �	��8 7@Z ���!L� |sn
�U�� tq �(�f &��� � �9E� '�!����� pq G"> � ��( vqq ���2 �� *��� PV

T
= R

���� �-LM ���2 ;��=2� ��=��  -(�� ;��=2� � cm
�

s
��=�!( ��P G"> 'P� �	�A%�

]1 -��� ����  P� � P�  P�  P� ��'�
� w�L� �( '�=( �

� '� &�'( �&$��P�� |sm
*-
� �� �	@� P� �� P� �� ��!� ]1 � ?�'� �	@� P� �� P� �� ��!�

^�	+ BC�� '�� �$ ���9� ]�	� ��	K� -��	� �/U �
�=� O(�� -�
� �'2 ���^�_*� |so

C(x) = 
/

��x� − 
/
�x� + 
/�x

���� �-LM ����� � -��	� ]�	�� �$ 
�=� |x��}
���� �-LM ��� �� ->�� pqp �( ->�� pqq �� -��	� ;��=2� �$ 
�=� |X}

*-�
� G�� �'�0 ���	!� � ?��� :��	� �� �.�/� �$ 
�=� O(�� ���2� |�}

�$ 
�=� O(�	�  ��2'P 'D� �� �� C(x) = mx + h NE�( ��1 N� �$ 
�=� O(�� ���^�_*� |uq
� AC ]�	�� �
�=� �

�  TC N� �
�=� �

� *-�(��( �'�0 �.�/� �$ 
�=� � ]�	��

*-�.�!� G�� ��K�C� �$F4 �� �� MC �.�/� �
�=� �

�

O(�	�  ��2'P 'D� �� �� C(x) = ax� + bx + c NE�( �� �U�� N� �$ 
�=� O(�� ���^�_*� |up
�� �
�=� ��	� �� �	U	� &��'�����) �A>'( *-�(��( �'�0 �.�/� �$ 
�=� � ]�	�� �$ 
�=�
�
�=� �

� � AC ]�	�� �
�=� �

�  TC N� �
�=� �

� ��	� '� �� *-�
� H(

*-�.�!� G�� ��K�C� �$F4 �� �� MC �.�/�
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*p = �


− ��x �� �A���@� &��( X�@�� R� �� ->�� x &���L� �$ ���9� ���^�_*� |ut
-�0�� �

� � N� -�0�� �

� � ��+	� �� �.�/� -�0�� O(�� � N� -�0�� O(�� |x��}
-�0�� |�} *�	+ G!�=��� -�0�� �� -+�( �-LM -��	� :�� |X} *-�.�!� G�� �� �.�/�
N/M _�'2 �� N4�> -�0�� |�} ���� �-LM &��( X�@�� N/M _�'2 �� N4�> N�

*-��� :��	� �� �%� ����� 3�@�-( &�	� �M &��( X�@�� #�!E� �

_�'2 �( ��F� �� �/�0 &�� x � ���	� p �.S�� ->�� '� �!�8 -�
� �'2 ���^�_*� |ur
��'��[� �
�0  -

� a-4 xp+�x+ p = �� &���L� �$ ���9� �� p � x 'P� *-����
��F� �� ���	� v �
�0 �( S�� �!�8 � ��� p = � � x = � ��8� �� ���F� _�'2

���� �-LM -(�� �� ;���

&�/( p ��  ��� x� + p�−�xp = �

 ��	K( �.S�� &�'( ���L� �$ ���9� ���^�_*� |uv
tvq S�� �!�8 �4�1 ��� �� 'P� *��� ��� �� S�� &���L� ��-L� x � ���	� �( S��

��	( -��	1 �-LM ���L� '��[� ��=��  -(�� ;��� ���	� ps ��=�!( �/( � -+�( ���	�

pqq S�� &�/( 'P� *��� x� + �xp = �

 ��	K( �.S�� �$�'� �$ ���9� ���^�_*� |us
���� ��	�M ���L� '��[� ��=�� -(�� ;��=2� ���	� s ��=�!( � -+�( ���	�

�( '(�'( ]�	�� �$ 
�=� �� �	+ �� G!�
�� �.�/� �$ 
�=� ��8�  -��	� �� ��� �� ���^�_*� |uu
*-�
� �(�f �� �%�� #�� *�	+ �.�/� �$ 
�=�

�$ 
�=� y'4 �( ���1��� � ?�	( p = �

−
/
�x ��	K� &���L� �$ ���9� ���^�_*� |un
'� &���( ���� 'P� *-
� �� -��	� ���	� psq �$ 
�=� �( �� S�� '�  ���	���=� sq �$ ���� �
� ����� � -��	� �� &->�� �M ��  -��!� 61� ������ ���	� ts V%@� ���1��� -��	� ->��

��	+ �� N4�> G!�=��� �	�  S�� ->�� '� &�'( �.�/( �M _�'2
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3�'���� � N�A��'F�� X�A>  ����') �� 3�'���� � 7��� �( �� ����� �� ��!A8 �( �\�	!�
��	4 �-U J\ ���  ����� �� b	�	� �� #�� ;��-�) #�
h!� � �-
�� I	/F� -
M'� *-
�	P
�h��
M ��� I	/F� �-
�� #�( w�@��� ���� �U	� ��	� �h�0 =�� � 3�� ?��� �� #E�� ��2'P

*-���� '��-!� ,E� �� N!� �� '� ��	���
�2'9� 7�����) �� &'�P 7��� ���> ,E� ��	� �� �� 3�'����  ��� J\ ��� &�	�(
G�(��( ��
M �� F (x) O(�� ��A��( f(x) -
��� ���'F� �$ ��	�) O(�� &�'( �� �
9� #�-(  �	!�
G���� �� 3�Y� &�'( *G�.	P f(x) �$ ���� O(��  ?-�0 ��-( F (x) O(�� �( *F ′(x) = f(x) ��
&-��	8 �� ����� O(�� ����0 ��-( �/U *��� cosx �$ ���� O(�� sin x ,) [sin x]′ = cosx

*-�� �� N�E�� �� NK2 #�� H>�@� �� �2'P G���	1 ?'/(

�9H�� � ������ ���I

d(x) ��
� �� ��
∫

��!�  O(�� R� 3�'���� �� ����� O(�� ����0 ��-( &�'( �� G�
� '�5 �-�(� ��
^G�A�	� �� �� '�� y��9�� _���� � �'( G���	1 ��E(

∫
f(x) dx = F (x) + C

�� !U�* ��� �� ��V���@ �� F (x) � &�!ZU*�Z��* �!"�� �� dx  |��'����} 7	U*�Z��* �� f(x) O(�� ��
G���	1 '�5 �/��'���� �$!� �� �� ?-�0 ��� &�/��� �� �� >*�Z��* ���: I�� �( C �(�f *G���� f(x)

�YU
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O(�� ����0 ��-( &�'( ,`�  ��� x
n+�

n+ �
�� ���@� xn ?-��'���� �$ ���� O(�� G���-( 'P� *�	!�

^G�A�	� �� x� + �x� − �x �$ ����∫
x�+�x�−�x dx =

∫
x� dx+�

∫
x� dx−�

∫
x dx =

x�

�
+�

x�

�
−�x

�

�
+C

3�'���� �'��  �2'P 3�'���� ���P�-U O(�	� R� R� �� ��	� �� O(�� -
M b	!"� 3�'���� &�'(
^�
9� ��� ��1∫ [

αf(x) + βg(x)
]
dx = α

∫
f(x)dx+ β

∫
g(x)dx , α, β ∈ R

'��� O(�	� �� &'�P 3�'���� &�'( *G��	!� '�5 N�5 3�-U �� �� �F%�C� &�� 3�'���� �$ ���� O(�	�
*���0�� '�� 3�E+� �� �E� �( �� ?-��'���� �A��( ��∫

dx = x+ C |p}∫
a dx = ax+C (�(�f �-� a) |t}∫
xr dx =

xr+�

r + �
+ C (�L�L> �-� r �= −�) |r}∫

�

x
dx = ln |x| + C (x �= 
) |v}∫
�

x− a
dx = ln |x− a| + C (x �= a) |s}∫

ex dx = ex + C |u}∫
ax dx =

ax

ln a
+C (a > 
 , a �= �) |n}∫

�√
a� − x�

dx = arcsin(
x

a
) + C (a > 
) |m}

∫
�√

a� + x�
dx = sinh−�(

x

a
) + C (a > 
) |o}

∫
�

a� + x�
dx =

�

a
arctan(

x

a
) + C (a �= 
) |pq}∫

�

a� − x�
dx =

�

�a
ln

∣∣∣a+ x

a− x

∣∣∣ + C (a �= 
) |pp}∫
�

(x+ a)(x+ b)
dx = − �

a− b
ln

∣∣∣x+ a

x+ b

∣∣∣ + C (a �= b) |pt}

^G���� ?��	!� f �$ ��	�) O(�� '� &�'( G�
� '�5 �� ��� &��'�∫
df = f
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(a)

∫
x� + �x� + x− 	dx =

x�

�
+ �

x�

�
+
x�

�
− 	x+ C

(b)

∫
�x� + x� +

�

x
− �

x�
dx =

∫
�x� + x� +

�

x
− �x−�dx

= �
x�

�
+
x�

�
+ ln |x| − �

x−�

−� +C

(c)

∫
�x� + �

�
√
x� − �

�
√
x�

dx =

∫
�x� + �x

�

� − �x
−�

� dx

= �
x�

�
+ �

x
�

�
+�

�

�
+ �

− �
x

−�

�
+�

−�
�

+ �
+ C

=
�

�
x� +

��

�

�
√
x� − ��

�

�
√
x� +C

(d)

∫
�
√
x

x
− �

x+� +
�

x
dx =

∫
�x

−�

� − �× �
x + �

�

x
dx

= �
√
x− �

x+�

ln�
+ � ln |x| + C

(e)

∫
�x� − 	x

x�
dx =

∫
�x�

x�
− 	x

x�
dx

=

∫
�x− 	

�

x
dx

= �x� − 	 ln |x| + C

(f)

∫
dx

��− x�
=
�

�
ln

∣∣�+ x

�− x

∣∣ + C

(g)

∫
dx

	+ x�
=
�

�
arctan(

x

�
) + C

(h)

∫
dx

	− x�
=
�

�
ln

∣∣�+ x

�− x

∣∣ + C

(i)

∫
�

x + �
−xdx =

�
x

ln�
+

(
�

�

)x

ln �

�

+ C

(j)

∫
x� + x� + �

x�
dx =

∫
x+

�

x
+ x−�dx

=
x�

�
+ ln |x| + x−�

−� + C

(k)

∫
�

x� − �x+ �
dx =

∫
�

(x− �)(x− �)
dx

= − �

−�+ �
ln

∣∣x− �

x− �

∣∣ +C

= ln
∣∣x− �

x− �

∣∣ + C
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(a)

∫
x� + �x� − �xdx , (b)

∫
�

x�
− �x� + �x� +

�

x
dx

(c)

∫
x� − �x� + �x� + �

x�
dx , (d)

∫
x(x� + x� − �)dx

(e)

∫
dx√
�− x�

, (f)

∫
� �
√
x− �

x +
�

x�
dx

(g)

∫
(x� + �)(�x� − �)dx , (h)

∫
�

x� − x− ��
dx

(i)

∫
�

x + �
x+� − exdx , (j)

∫
�

��− x�
dx

(k)

∫
x� − �x� + x� + �x�

x�
dx , (l)

∫
�

x� − �x+ ��
dx

(m)

∫ √
x+

�
√
x� + �x� − �x

�
√
x

dx , (n)

∫
�x+ �

x� − �x+ �
dx

0�&' BC��� *��@�-� �����V
� &��%!U-
M ?-��'���� ��	4 �� &���	� ��  -�� �� ���� |j � e} p*pq3�Y� �� ��	���!�

3�Y� &�'( *G�
� �� R�EF� �="� N��� -
M �( �� ?-��'����  ��� &��%!U R� �'C�∫
x� + �x� − �

x�
dx =

∫
x� +

�

x
− �x−� dx =

x�

�
+ � ln |x| + �

x�
+ C

����0 ��-( � �'C� '( ��	4 G�AL� �(  -+�( '���( �'C� �� ?-��'���� ��	4 �$U�� 'P�
^G�'�P �� 3�'���� ?-+ ��="� 'A� ��  ?-��� �8�( � �!A8 ���1

A�	i5�� ;8 %.��Of
 .-,M ����∫
�x� − �x� + �x− �

x− �
dx

�x�−x�−�x+����@�  �'C� '( ��	4 G�AL� �(  ��� '���( �'C� �� ��	4 �$U�� -0�
^��� #�
M 3�'���� N4�> *��� G�AL� ?$-��!�8�( � � G�AL� �!A8 ���1∫

�x� − �x� + �x− �

x− �
dx =

∫
�x� − x� − �x+ �+

�

x− �
dx

=
�

�
x� − �

�
x� − x� + �x+ � ln |x− �| +C

<�$  �'� ��="� ��	�( �� �'C� � ?�	( &��%!U-
M �'C� � ��	4 �� �/��'���� �1'( &�'(
*G�
� �� '�5 �� �0 �� &� ��	!� '�� 3�Y� �� �� G�'�P �� ��E( �� ���D6 �� �J� 
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I =

∫
�x− ��

x� − �x� + �x
dx

^G���� C � B � A ���'� �'2 � ?-��'���� 'A� ��="� �( -0�

�x− ��

x� − �x� + �x
≡ A

x
+

B

x− �
+

C

x− �

^�	+ �� N4�> '�� &���G�  ��	4 ��'� ?��� � ���� y'Z d'��� �'C� �� ,)

�x− ��

x� − �x� + �x
≡ (A+B + C)x� + (−�A− �B − �C)x+ �A

x(x− �)(x− �)

^�G�A�	� �� #�2'Z ��	4 '���L� '��
� �(  ��� '(�'( y'Z �� �'C� �� �"�0 ��
{

A+B + C = 


−�A− �B − �C = �

�A = −��
⇒ A = −�,B = �, C = −�

^�	+ �� #�
M N4�>  3�'���� &�/�	�'2 7(��� � '���L� &��6���U �(

I =

∫ (−�
x

+
�

x− �
+

−�
x− �

)
dx = −� ln |x| + � ln |x− �| − � ln |x− �| +C

��="� �'C� �� ����> �� *-��'P '�5 a	2 �� �	+ ��="� �'C� �E���	4�� &'A� 3�'����
�� *|-�
�@( �� o*pq3�Y�} �	( -��	1 arctan O(�� �� �%E+  3�'���� N4�> S\ 	!9�  �	+ �!�
 -+�( ��	4 �� �'C� 7���  ?-��'���� 'A� �� �� ����
�  &'A� 3�'���� �� Q�1 ��S�>

NE+ #�-( �	( -��	1 �'C� ln '(�'( 3�'���� N4�>∫
�x� + �x� − �

x� + x� − �x− �
dx = ln |x� + x� − �x− �| +C

*��� �'C� &��%!U-
M 7��� ?-��'���� ��	4 ���@� �'��

'�+ �� ���+�T ����+ � ]��(� J�9� ��� ������ ��B<+ 1�� ���� #��@ �� �� J�9� ��%� 5�

�� �� 	
� ��B<+ J�9� �� �:0�� ��� ��  :+�+ -�
� ��)� �� ^��D:%� �_ ��P��� �� �R�N ��.� �G�� ����
U��� -:�? ��� #T�3 "�:6� �� ���% x ��<� �� ����9� �I(�� `a� �:�� �� ��4 ������Q �6 J�9�

A = (x)
�x − ��

x(x − �)(x − �)

∣∣∣
x=�

=
�x − ��

(x − �)(x − �)

∣∣∣
x=�

=
−��

−�×−� = −�

B = (x − �)
�x − ��

x(x − �)(x − �)

∣∣∣
x=�

=
�x − ��

x(x − �)

∣∣∣
x=�

=
−	

�×−� = �

C = (x − �)
�x − ��

x(x − �)(x − �)

∣∣∣
x=�

=
�x − ��

x(x − �)

∣∣∣
x=�

=
−�
�× �

= −�

�I(�� �� J�9� ���� � 
���� *� �I��� �� �J�9� �� ��B<+ �� #T�3 #��@ �� ��� �� ��.� ��%� b�� -��
"
6� �/) ��� ��.�
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��

(a)

∫
�x� + �x� − �
x� + �

x�
dx , (b)

∫
x� − �x� + �x� + �

�x�
dx

(c)

∫
x� + �x� + �x− �


x� + �
dx , (d)

∫
x� − �x� + �x� + �

x− �
dx

(e)

∫
x� − �x� + x� + �x�

x+ �
dx , (f)

∫
�

x� − �x+ ��
dx

(g)

∫
x+ �

x� + �x� − �x
dx , (h)

∫
�x+ �

x� − �x− �
dx

G��d�� ���d�I �D�`-�� </# �����V
 Q	KC( &'�[�� �( |�
����U} '�[�� '��[� 7�'Z �� ��� I�S �/��'���� �1'( N> &�'(
�A��( �� �
����U �$L�'Z �� *G�
� ?��F��� �%@8 &�/�	�'2 �� ,`� � ?�'� '� ?��� �� 3�'����
&��6���U 3�'���� �� � �@��� #����U �$�(�� �� ?��F��� �( �� #����U � ��	
� '�[�� N�A��'F��

^-�'��( 'D� �� �� '�� 3�'���� 3�Y� &�'( *�	!�

I =

∫
�x dx

(�x� − �)��

���CA( 3�'���� #�� ��+6P &�/+�� �� � �'C� �� (�x�−�)�� N��� �-���� ��	�( �( �\!%A�
�'2 �( �� G�
� �� N!� 7�'Z #�� �( �
����U _�� �� *��� N> N(�8

�x� − � = u

��-( '���L� &��6���U �( � �x dx = du G�'�P �� N�A��'F�� #�2'Z ��  #����U '�[�� ��	
9(
^G���� 3�'���� �� ?-�0

I =

∫
�x dx

(�x� − �)��
=

∫
du

u��

=

∫
u−�� du

=
u−��

−�� + C

= − �

��u��
+ C

= − �

��(�x� − �)��
+ C

*-���'P'( ����� ���( �� '�[��  #����U '�[�� &��6���U �( �A��( �� �/��� ��
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J =

∫
�x� − �√
x� − x+ �

dx

�� x� − x + � = u �'2 �( �-�(� *G�
� �� N> �� �%�A� 7�'Z �-( �
����U _�� �� -0�
^G���� 3�'���� �� &��6���U �( � (�x� − �)dx = du G�'�P �� N�A��'F�� #�2'Z

J =

∫
�x� − �√
x� − x+ �

dx =

∫
du√
u

= �
√
u+ C

= �

√
x� − x+ �+ C

(�x�−�)dx = �udu #�2'Z �� N�A��'F�� #�2'P � x�−x+� = u� �'F(  '��� ����� ��
^G�'�P �� �"��� 3�'���� �� ?-�0 ��-( '���L� &��6���U ,`� �

J =

∫
�x� − �√
x� − x+ �

dx =

∫
�udu

u

=

∫
�du = �u+ C

= �

√
x� − x+ �+ C

����� :�.8 �� K =

∫
�x+ �

x� + x+ �
dx A�	i5�� ;<�8 C-,M ����

G�'�P �� N�A��'F�� � x� + x+ � = u -�
� �'2 �
����U _�� �( -0�

(�x+ �)dx = du

^G�A�	� �� &��6���U �(

K =

∫
�x+ �

x� + x+ �
dx =

∫
du

u

= ln |u| + C

= ln |x� + x+ �| + C

����� ;8 3��-��� m�� �� �� 	��  �� A�	i5�� /-,M �	
��

(a)

∫
�x�

√
�+ x� dx , (b)

∫
�x� + �

x� + �x
dx , (c)

∫
x(�+ x)�� dx

(d)

∫
( �
√
x+ �)�

�
√
x�

dx , (e)

∫
ln x dx

x
, (f)

∫
�x� + x

�
√
x� + x� + �

dx

(g)

∫
�x� − �√
x� − x+ �

dx , (h)

∫
(ln x)�

dx

x
, (i)

∫
x dx

(x� + �)��



*��!�+� �G ��� �\#

���X,X� BC��� *��@�-� �����V
^��� #�
M R��	('`�� O(�	� � ���Y%Y� O(�	� 3�'���� &�� 3	�'2∫

sin ax dx = −�
a

cos ax+ C (a �= 
) |pr}∫
cos ax dx =

�

a
sin ax+ C (a �= 
) |pv}∫

�

sin� x
dx = − cot x+ C |ps}∫

�

cos� x
dx = tanx+ C |pu}∫

sinh x dx = cosh x+ C |pn}∫
cosh x dx = sinhx+ C |pm}∫
�

sinh� x
dx = − coth x+C |po}∫

�

cosh� x
dx = tanhx+C |tq}

^��� ?-�0 ��-( a	2 &�/�	�'2 �� ?��F��� �( '�� 3�'����∫
sin�x+ � cos�x− �

sin� x
dx = −�

�
cos�x+ � sin�x+ � cot x+ C

∫
cot x dx A�	i5�� �� *&�/
 %.��Of
 E-,M ����

N4�> ��� ��'8 ��	4 �� �'C� 7��� �E
�� �
∫

cosx

sin x
dx NE�( 3�'���� #�+	� �( -0�

*��� ln | sin x| + C '(�'( 3�'����
^��� G/� ���A( ���Y%Y� &�� 3�'���� N> �� ���Y%Y� &������ � ���Y%Y� ](�� � #�A���∫

sin�x cos�x dx =

∫
�

�
(sin�x− sin�x)dx

=
�

�
(
− cos�x

�
− − cos�x

�
) +C

=
− cos�x

��
+

cos�x

�
+ C

<�$ �� 3�'���� �� �1'( N> �� #�� '( ?�J� *-��?-+ ���( uNK2 �� ���Y%Y� &�/�	�'2 ?$-!�
*�2'P R!� ��	� �� =�� ���Y%Y� &������ �� �0 3J1 �� �� ��� 'f	� ���A( � �S)S� ��!V���
x = a sin θ '�[�� '��[� ��  |'F4�� ?�	C�� &�-� a} -+�(

√
a� − x� N��� &���� ?-��'���� 'P�

*G�
� �� ?��F��� x = a cos θ ��



�\C ��H�� � 2���%1 ��G

A�	i5�� �� *&�/
 %.��Of
 H-,M ����

I =

∫
dx

x�
√
	− x�

�� �� '���L�  dx = � cos θdθ �0 #�2'Z �� N�A��'F�� � x = � sin θ ���Y%Y� #����U �( -0�
^G��� �� ��'8 3�'����

I =

∫
dx

x�
√
	− x�

=

∫
� cos θdθ

(� sin θ)�
√
	− (� sin θ)�

=

∫
� cos θdθ

	 sin� θ × � cos θ

=
�

	

∫
dθ

sin� θ
= −�

	
cot θ + C

,) x
�

= sin θ �	M *G����'P'( x �( ?��(�� �� '�[�� ��� I�S

cot θ =
cos θ

sin θ
=

√
�− sin� θ

sin θ
=

√
	− x�

x

*I = −
√
	− x�

	x
+ C ?'1S�( �

�� x = a tan x '�[�� '��[� �� -
�A� a� + x� N��� &���� �� �.�/��'���� �$ @��� &�'(
^-�.�!� �U	� �
��� #�� �� 3�Y� �� �( *G�'�P �� ?'/( x = a cot x

=%.�6 J =

∫
�xdx

��+ x�
A�	i5�� ;<�8 I-,M ����

x� = � tan θ ���Y%Y� #����U #�2'P 'D� �� �( ��+x� = ��+(x�)� �� �"�0 �� -0�
�0 #�2'Z �� N�A��'F�� =�� �

�x dx = �(�+ tan� θ)dθ

^G��� �� ��'8 3�'���� �� �� '���L� �

J =

∫
�(�+ tan� θ)dθ

��+ �� tan� θ
=

∫
dθ

�
=
θ

�
+ c =

�

�
arctan(

x�

�
) + C

����� :�.8 �� 	�� A�	i5�� K-,M ����

I =

∫
dx

x� + x+ �

�	M -0�

I =

∫
dx

x� + x+ �
=

∫
dx

(x+ �

�
)� + (

√
�

�
)�
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'�[�� '��[� �(

x+
�

�
=

√
�

�
tan θ

^G���� &��6���U �( ,`� � ��� dx =

√
�

�
(�+tan� θ)dθ NE�( #�2'Z N�A��'F�� �E
�� �

I =

∫ √
�

�
(�+ tan� θ)dθ
�

�
tan� θ + �

�

=

∫
�dθ√
�

=
�√
�
θ + C =

�√
�

arctan(
�x+ �√

�
) +C

&�/���6���U ?�'!� �( u = tan
x

�
'�[��'��[�  ���Y%Y� &�� 3�'���� �� Q�1 &���	� �$ @��� ��

^���� �� N> N(�8 ��>�'( �� 3�'���� '��

dx =
�du

�+ u�
, sin x =

�u

�+ u�
, cosx =

�− u�

�+ u�
, tan x =

�u

�− u�

∫
dx

�+ sin x
A�	i5�� �� *&�/
 %.��Of
 ,M-,M ����

sin x =
�u

�+ u�
� dx =

�du

�+ u�
](��� &��6���U � u = tan

x

�
'�[�� '��[� �� -0�

^G�A�	���
∫

dx

�+ sin x
=

∫ �du

�+u�

�+ �u

�+u�

=

∫
�du

(�+ u)�
= − �

�+ u
+C = − �

�+ tan
x

�

+ C

����� 3
 ;8 %$�8 �� �� �� �ON.

∫

cosn x dx �
∫

sinn x dx ����
 �� ,-,M ����
G�A�	� �� � n = �k + � G�'�P *-+�( �'2 n 'P� |x��∫

sinn xdx =

∫
sin�k+� xdx =

∫
sin�k x sin xdx =

∫
(�− cos� x)k sin xdx

#�!� �( =�� '��� 3�'���� &�'( *�	+ �� N> �
����U _�'( 3�'���� cosx = u '�[�� '��[� �(
*G�
� �� N!� �
����U _�'( sin x = u '�[�� '��[� �( � ?	�+

&�� 3	�'2 ��  n = �k -+�( ��� n 'P� |X

sin� x =
�− cos�x

�
, cos� x =

�+ cos�x

�

*G�'( �� #�( �� ��'���� �� �� ��	� -�� � #�� �$ ���� �( ,`� *G�
� �� ?��F���

a	2 NE+ �� �� �E� �( �� �0 -+�(
∫

sinn x cosm xdx ��	K( 3�'���� �� ��S�> ��
�(  -+�( �'2 n � m �� �E� G� ��� 'P� � |X} _�� �(  -
+�( ��� n � m 'P� *G���0 ����

*�	( -��	1 N> N(�8 ��>�'( 3�'���� |x��} _��
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I =

∫
cos� xdx A�	i5�� ;8 ,,-,M ����

^G���� |x��} �� ��� �'2 ��	� �	M -0�

I =

∫
cos� xdx =

∫
cos� x cos xdx =

∫
(�− sin� x)� cos xdx

^G�A�	� �� cos xdx = du �0 #�2'Z N�A��'F�� � sin x = u '�[�� '��[� �(

I =

∫
(�− u�)� du

=

∫
�− �u� + u� du

= u− �

�
u� +

�

�
u� + C

= sin x− �

�
sin� x+

�

�
sin� x+C

J =

∫
sin� xdx A�	i5�� ;8 ,.-,M ����

^G�
� �� ?��F��� cos� x =
�+ cos�x

�
3	�'2 �� ��� ��	� &�'( -0�

J =

∫
(sin� x)�dx

=

∫ (
�− cos�x

�

)�
dx

=
�

�

∫
�− � cos�x+ � cos� �x− cos� �x dx

=
�

�

∫
�− � cos�x+ �

�+ cos�x

�
− cos� �x cos�x dx

=
�x

��
− � sin�x

��
+
� sin�x

��
− �

�

∫
(�− sin� �x) cos�x dx

= · · · − �

�

�

�

∫
(�− u�)du

= · · · − �

��
(u− u�

�
)

= · · · − �

��

(
sin�x− sin� �x

�

)
=

�x

��
− � sin�x

��
+
� sin�x

��
− �

��

(
sin�x− sin� �x

�

)
+ C

=
�

��
x− �

�
sin�x+

�

��
sin�x− �

��
sin� �x+ C
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K =

∫
sin�� x cos x dx A�	i5�� %.��Of
 ,/-,M ����

^G���� &��6���U � cosx dx = du � sin x = u '�[�� '��[� �( -0�

K =

∫
sin�� x cosx dx =

∫
u�� du =

u��

��
+ C =

sin�� x

��
+ C

I =

∫
x+ �

x� − �
dx A�	i5�� �� *&�/
 ,B-,M ����

^G���� C � B � A ���'� �'2 � 3�'���� 'A� �$ �="� _�� �( -0�
x+ �

x� − �
=

A

x− �
+

Bx+C

x� + x+ �

��	4 ��'� ?��� � d'��� �'C� �� ,)

x+ �

x� − �
=

(A+B)x� + (A−B +C)x+ (A− C)

(x− �)(x� + x+ �)

^G�A�	� �� ��	4 '���L� '��
� '(�
( �

A+B = 
, A−B +C = �, A− C = � =⇒ A = �, B = −�, C = −�

^�	+ �� ��="� 'A� �� �( ?-��'���� ��

I =

∫
x+ �

x� − �
dx =

∫
�

x− �
dx−

∫
x+ �

x� + x+ �
dx

=

∫
�

x− �
dx− �

�

∫
�x+ �

x� + x+ �
dx− �

�

∫
�

x� + x+ �
dx

^-�0 �� ��-( #�
M N4�> o*pq � s*pq &�/��Y� 7(���

I =

∫
x+ �

x� − �
dx = ln |x− �| − �

�
ln |x� + x+ �| − �√

�
arctan

(
�x+ �√

�

)
+C

�����1 %&�� �� 	�� 3B�lOl
  �� A�	i5�� ;<�8 B-,M �	
��

(a)

∫
sin�x+ cos�xdx, (b)

∫
sin� �x dx , (c)

∫
sin�x sin�xdx

(d)

∫
−� sin x cosxdx , (e)

∫
tanh�xdx , (f)

∫
sin�x cos�x sin�xdx

(g)

∫
sin x cos� xdx , (h)

∫
tan� xdx , (i)

∫
cos�x

√
�− cos�xdx

(j)

∫
cot

√
x

�
√
x
dx , (k)

∫
cos� xdx , (l)

∫
sin� �x

�
√

cos�xdx

(m)

∫
sin� xdx , (n)

∫
cos xdx

�+ sin� x
, (o)

∫
sin(cosx) sin�xdx
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�.�� 3�'���� �� �1'( N> &�'( �� ��� Ǳ=U �( Ǳ=U _��  &'����'���� &�/+�� #�'�!/� ��
^��� '�� NE�( Ǳ=U �( Ǳ=U &'����'���� 3	�'2 *-
�A�� N> N(�8 �/+�� '��� �( �� ��'�� ��E(∫

u dv = uv −
∫
v du

Ǳ=U _�'( 3�'���� R� N> &�'( *-
�A� ?-��'���� R�EF� N4�> ��'F� O(�	� v � u ��
*G�'�P �� ?'/( a	2 3	�'2 �� ,`� � ?�	!� R�EF� dv � u �( �� ?-��'���� �$ %!U �-�(�  Ǳ=U �(
�� u O(�� �S�> 'Y�� �� � ��2� �-+ ?��� �( � � 3�'���� �� -+�( &	
( ��A��( dv � u R�EF�

^-�
� �U	� '�� 3�Y� �� �( *�	+ '�?��� �0 7��� �� G�'�P �� ��!A8 �0∫
x ex dx A�	i5�� ;8 ,C-,M ����

,) G�'�P �� dv '(�'( �� exdx Ǳ=U � u '(�'( �� x Ǳ=U -0�

x = u ⇒ -�0 ��-( du �� G�'�P �� N�A��'F�� ⇒ dx = du

ex dx = dv ⇒ -�0 ��-( v ��-L� �� G�'�P �� 3�'���� ⇒ ex = v∫
xex dx = (x)(ex) −

∫
ex dx = xex − ex +C∫

x sin xdx A�	i5�� ;8 ,E-,M ����
� G�'�P �� dv '(�'( �� sin xdx ���@� � u '(�'( �� x Ǳ=U -0�

x = u ⇒ -�0 ��-( du �� G�'�P �� N�A��'F�� ⇒ dx = du

sin xdx = dv ⇒ -�0 ��-( v ��-L� �� G�'�P �� 3�'���� ⇒ − cos x = v∫
x sin xdx = (x)(− cosx) −

∫
− cos x dx = −x cos x+ sin x+ C

���	� 'Y�� �� �� �	!� ���( '�� ���-U NE+ �( ��	� �� �� S�( �� ?-+ ��FP Ǳ=U �( Ǳ=U _��
^�2'P -���	1 X�	U

7��� 3�'����

u dv
...

...

��������

+

-

����� �� -�� � �.�U ��  ���� �!� �� �)��) 3�'���� � iM �!� �� �)��) &'��L��� �(
 ����@� X�	� X'� � ���'�( W � � ��J� X�K��� �( ,`� *�	+ 'F4 7��� �� ��� G���	1

^-�.�!� �U	� '�� 3�Y� �( *G�A�	� �� �� 3�'���� N4�>



*��!�+� �G ��� ��\
∫
x�e�x dx A�	i5�� ;8 %.��Of
 ,H-,M ����

e�xdx Ǳ=U � -��� -��	1 'F4 �( �0 �)��) ��L��� �'�� G�'�P �� u '(�'( �� x� Ǳ=U -0�
�6� ��� &'����'���� N(�8 �� G�'�P �� dv '(�'( ��

7��� 3�'����

x� e�x

�x� �

�
e�x

�x �

�
e�x

�
�



e�x



�

��
e�x

����
����
����
����

+

-

+

-

∫
x�ex dx = +x�

�

�
e�x−�x��

�
e�x+�x

�

�
e�x−� �

��
e�x+C

�� ��� -
�A� �
����U � Ǳ=U �( Ǳ=U &�� _��  &'����'���� &�/+�� #�'�!/� �M'P�
*G��'( �.�/� X�	U �( �� �	+ ?��F��� �@��'� � �-9�� &�/+�� �� ��� I�S �/��'���� �� �1'(
*-�� G���	1 '�� 3�Y� �� �� ��� ���'���� ����� �� �� 3�'���� #�'��'(���') � #�'�!/� �� �E�

*�'�P �� I�"�� Ǳ=U �( Ǳ=U _�� �� ?��F��� ��( �� �( 3�'���� #�� N>

����3^�	S
 37�78 ���� b � a ,1 �� �� 	��  �� A�	i5�� ;8 %.��Of
 ,I-,M ����

I =

∫
eax sin bx dx ; J =

∫
eax cos bx dx

^G�A�	� �� I �� Ǳ=U �( Ǳ=U b�'+ �( -0�

I &�� Ǳ=U �( Ǳ=U
{

eax = u =⇒ aeax = du

sin bxdx = dv =⇒ −�
b

cos bx = v.

=⇒ I = −�
b
eax cos bx+

a

b

∫
eax cos bxdx = −�

b
eax cos bx+

a

b
J (†)

J &�� Ǳ=U �( Ǳ=U
{

eax = u =⇒ aeax = du

cos bxdx = dv =⇒ �

b
sin bx = v.

=⇒ J =
�

b
eax sin bx− a

b

∫
eax sin bxdx =

�

b
eax sin bx− a

b
I (‡)

N�E�� ��

⎧⎨
⎩

I − a

b
J = −�

b
eax cos bx

J +
a

b
I =

�

b
eax sin bx.

��	/"� �� ����9� �� ?����� ��	� �� (‡) � (†) ��

^G���� ?����� N> �( *���

I =

∫
eax sin bx dx =

a sin bx− b cos bx

a� + b�
eax +C

J =

∫
eax cos bx dx =

a cos bx+ b sin bx

a� + b�
eax + C



��� ���
.��F � I!%� ��
�#&� ��G

������� ǱX� �� ǱX� m�� �� �� 	��  �� A�	i5�� ;<�8 C-,M �	
��

(a)

∫
xe�x dx , (b)

∫
x sin�x dx , (c)

∫
x� sin xdx

(d)

∫
x�exdx , (e)

∫
x�e�xdx , (f)

∫
x� cosxdx

(g)

∫
e�x sin�xdx , (h)

∫
e−�x cos�xdx , (i)

∫
ln x dx

�	��0��# � J��� �����!� ���I
*�	!� G���	1 '�5 �� �/�0 N�5 �� �� ��� G"> � :�� �$ @���  3�'���� �'(��� #�'� ?���

*G����') �� #�9� 3�'���� x�'9� �( �-�(� ��
NE+ �( ���'���� �( *-+�( ���	�) [a, b] �$ %4�2 �� y = f(x) O(�� G�'�P

∫ b

a

f(x) dx

�'�P�� ��'8 �m�� 	�� x = b � �O!j�@ 	�� x = a -> �� #�( �� �	+ �� aJZ� #�9� 3�'����
�E��
M -+�( f(x) �$ ���� O(�� F (x) 'P� �� �	+ �� x�'9� ��	4 #�-( �

F ′(x) = f(x)

?���0∫ b

a

f(x) dx =

∫ b

a

F ′(x) dx = F (x)
∣∣∣b
a

= F (b) − F (a)

��-( �� ����� O(��  �0 ��-> #�2'P 'D� �� ��-( � #�9��� ��	K( 3�'���� N> �( #��'(�
(
N��F� ����0 ��-( � ����� O(�� �� |���'�(} #�.�) � S�( ��-> &��6���U �( ,`� � ?���0
N4�> �� ��� '�5 ����+ *�	+ �� N4�> �
!
� �	� R� ��	K( #�9� 3�'���� N4�> �/�0

*��� O(�� R� #�9��� 3�'���� N4�> �E���> �� ��� �L�L> �-� R� #�9� 3�'����

	�� )�4
 A�	i5�� ���7
 %.��Of
 ,K-,M ����

I =

∫
�

�

�x+ �

x� + x+ �
dx

^G�A�	� �� #�
M a	2 &�� ��FP � s*pq 3�Y� 7@Z -0�

I =

∫
�

�

�x+ �

x� + x+ �
dx = ln(x� + x+ �)

∣∣∣�
�

= ln��− ln� = ln
��

�



*��!�+� �G ��� ���

&�/�!A8 �� N4�> �	K� :�� b	!"� �� �A���@�
∫ b

a

f(x) dx #�9� 3�'���� �+	�� �!9P 
�
9� x = b �� x = a �� ��−x �	� � f(x) O(�� ���	!� �F
� � �@Y�

S =

∫ b

a

f(x) dx

*�	!� ���( O(�� R� �

� '�� �>�A� ��-L� ��	� �� �� #�9� 3�'���� '�@9� ,-,M NE+

�x = e �B x = � �� ��rx ��/
 � y = ln x 3�/�
 	�� yf& %.��Of
 .M-,M ����

#��'(�
( �
∫

lnx dx = x lnx− x �� �	+ �� BC�� Ǳ=U �( Ǳ=U _�� �� -0�

S =

∫ e

�

lnx dx = x lnx− x
∣∣∣e
�

= (e ln e− e) − (� ln�− �) = �

e �� p �� y = ln x �

� ���	!� '�� �>�A� .-,M NE+

�F
� &�� �!A8 �A��( �� �� ��� &��'� ��E� #�� '�5 ���	!� �� #�( :�� #�2�� ��
�	D
� #�-( *�	+ N4�> :�4 X�	U �� �	!� �@Y� �� �	+ �� O8�� �/�	Z �	� '�� �� :��
�@��� ���P�-U  �	� &S�( �� -�	+ O8�� �	� '�� �E
�� �A> '( �� :�� x%�C� &�/�!A8

*G��� �� O!U �@Y� ��J� �( �� �!� � ?�	!�

�B x = −� �� �� ��rx ��/
 � y = x� − � 3�/�
 )�� ���/
 yf& .,-,M ����
����� ���J x = �



��! ���
.��F � I!%� ��
�#&� ��G

 ?�	!� G�AL� ��>�� �� �( �� O(�� �

�  �/�	Z �	� �E�.�"�0 �� r*pqNE+ 7(��� -0�
^���'� #�-( *G�
� �� O!U �� N4�> � �@��� ���P�-U �� x%�C� �>�A� �� =�� ��

S� =

∫ −�

−�
x� − � =

�

�
, S� =

∫
�

−�
x� − � = −�

�
, S� =

∫
�

�

x� − � =
�

�

*��� �@Y� &�-� ���!� �>�A� ��-L� � �	( -��	1 v '(�'( b	!"� �>�A� �

tp*pq 3�Y� �

� ���	!� '�� �>�A� /-,M NE+

�� y = g(x) � y = f(x) �� 5&��J � %*l
 3�/�
 �� )�� ���/
 yf& .-,M ����
�� %.B��* x = b �B x = a �� f(x) ≥ g(x)

S =

∫ b

a

(
f − g

)
(x) dx

����� ���J �� y = x� � y =
√
x 3�/�
 �� )�� ���/
 yf& ..-,M ����

� x = � � x = 
 �� -
���@� �

� �� ��	1'( w�L� �� �	+ �� �"��� x� =
√
x �� -0�

�( ��� '(�'( �

� �� #�( �	K� :��  a	2 3	�'2 7@Z ,) √x ≥ x� �%4�2 #�� ��

S =

∫ b

a

(f − g)(x)dx =

∫
�

�

(
√
x− x�) dx =

[
�

�
x
�

� − �

�
x�

]�
�

=
�

�
− �

�
=
�

�

���� �� %.��� 3
 MǱX� �� ǱX� � 3��-��� ;l
  	�i$�	i5��  �0��� �� /-,M ����
^-�
�( �� '�� &�/��Y� ���>��� A��� �*&�/
 �� � "��� 	��uB X�� �� �0$�	i5�� ���8 Mm��  �	��∫ π

�

�

sin x
√

cos xdx = −
∫ �

�

�

√
u du = −�

�

√
u�

∣∣∣ ��
�

= −�
�

√
�

�
+
�

�
=
�−

√
�

�

∫ π
�

�

x cosx dx = x sin x
∣∣∣ π
�

�

−
∫ π

�

�

sin x dx =
π

��
− (− cosx)

∣∣∣π
�

�

=
π

��
+

√
�

�
− �



*��!�+� �G ��� ��#

��/
 A�8 � ���� [a, b] "����  �� �5&��J � %*l
 34��B y = f(x) "�G	� B-,M ����

� A =

∫ b

a

�πy
√
�+ (y′)� dx �� %.B��* y ,���� �� ;<�8 yf& M��� ,���� ��−x

�V =

∫ b

a

πy�dx �� %&	��	� ��� 3
 ����� �� 3��8

,���� ��−x ��/
 A�8 a �B b �� �� y = x� 3�/�
 ,���� �� ;<�8 ��8 ./-,M ����
������� �� ��� 3


G"> ��-L� *-�� �� ���� �� 3	Z �	� ��-( �� y = x� O(�� ����� v*pqNE+ -0�
�( ��'(�'( ����� �� N4�>

V =

∫
�

�

π(x�)�dx = π
�

�
x�

∣∣∣�
�

=
��π

�

�� 3	Z �	� 3	> y = x� �

� ����� �� N4�> G"> B-,M NE+

� E-,M �	
��

*-�
� �-�) �� y = −�x+ � � y = �− x� �

� �� #�( �	K� :�� |p

*y = ln� x � y = ln x �

� �� #�( �	K� :�� �A(	%�� |t

*-�
� �-�) �� y =
�

�
x� � y =

�

�+ x�
�

� �� #�( �	K� :�� |r

�!/� �( iM y'Z ��  y = x−� ]1 �( ���� y'Z �� �� -�(��( �� &���>�� �>�A� |v
*-�
� G�� =�� �� ?��-� NE+ *��� ��-� ��−x �	� �( #���) �� � y =

√
x

����� ��−x �	� 3	> t �� q �� �� y =
√
x �

� ����� �� N4�> G"> � :�� |s

*-�
� G�� �� ?-+ ��"�� G"> #�� NE+ *-�(��( �� -
� ��



��C ���
.��F � I!%� ��
�#&� ��G

:�5� *��@�-� e��> �����V
*G�'�P�� ?'/( �	+ �� ���( N�5 �� �� �0 Q�	1 ��  #�9� &�� 3�'���� �$ @��� �� ��	/� &�'(

,`� -
+�( �L�L> &��-�� k � c  b  a � ���	�) �L�L> O(�� f(x) 'P�∫ a

a

f(x)dx = 


∫ b

a

f(x)dx = −
∫ a

b

f(x)dx

∫ c

a

f(x)dx =

∫ b

a

f(x)dx+

∫ c

b

f(x)dx

∫ b

a

kf(x)dx = k

∫ b

a

f(x)dx∫ b

a

k dx = k(b− a)

�
∫ b

a

f(x)dx ≤
∫ b

a

g(x)dx ,`� -+�( f(x) ≤ g(x) 'P� �
9� ��� &�	94 3�'���� ?�J9(
�+�� G���	1 m ≤ f(x) ≤M 'P� f(x) -
��� &��-��'� O(�� &�'( �"��� ��

m(b− a) ≤
∫ b

a

f(x)dx ≤M(b− a)

∫ π

�

sin
√
x dx < � ���� %��+ .B-,M ����

G���� [
, π] ?$��( �� &��A��� #�2'Z �� &'�P 3�'���� �( sin
√
x ≤ � ���"�0 �� -0�∫ π

�

sin
√
x dx ≤

∫ π

�

� dx = π < �

�� %.B��* "��� )���� f T+��$*	
� M���� �5&��J [a, b] �� f(x) ���B	G� C-,M ����

f =
�

b− a

∫ b

a

f(x)dx

#�.�) � O(�� &S�( �>�	� �>�A� �� -�� �� ���� �� �L2� ��1  O(�� ]�	�� ��-L� O8�� ��
*��� &��A� �0 3	> O(��

������� [
, π] "���� �� �� y = sin x ���B (&�5
 ���7
 .C-,M ����
S�( 3	�'2 �� ?��F��� �( -0�

y =
�

b− a

∫ b

a

y dx =
�

π − 


∫ π

�

sin x dx =
�

π
(− cos x)

∣∣∣π
�

=
�

π
∼ 
/��



*��!�+� �G ��� ��T

*��@�-� Q�`� �����V
^�	+ �� x�'9� #�
M x �A> '( 3�'���� 7���  -
+�( x �A> '( '�6`L��� O(�	� v � u 'P�

d

dx

∫ v(x)

u(x)

f(t)dt = v′f(v) − u′f(u)

������� ��
∫ x�

�x−�
(�t− �)dt A�	i5�� Z5-
 .E-,M ����

d

dx

∫ x�

�x−�
(�t−�)dt = (x�)′(�x�−�)−(�x−�)′(�(�x−�)−�) = �x�−��x+�

0��� *��@�-� �����V
��� I�S ����@9( �� � -���� ��'8 ���
���� &�� ?��( &�� ��-> ���P #�9� &�� 3�'���� ��
��-> ��	�
�� *&���0 O(�	� �1'( -
��� -�	+ �@��� ��-��� �>�	� &�� �� O(�	� �>�A�

*-

� �� ��"�� �9�@Z'�� 3�'���� ��	� ���
����
� ���( '�� NE�( 7�+t �� �� &3��� >*�Z��*  [a,∞) �$ %4�2 �� y = f(x) �$ ��	�) O(�� &�'(

^��'P �� '�AF�∫ ∞

a

f(x)dx = lim
B→∞

∫ B

a

f(x)dx , a < B ∈ R

��	4 #�!/( *G�.	P *�;*� �'�0 ��	K
�� '�� �� � *�Z�� �� 3�'���� -+�( �	U	� -> #�� 'P�
(−∞, b] �$ %4�2 �� f �$ ��	�) O(�� &�'(∫ b

−∞
f(x)dx = lim

A→−∞

∫ b

A

f(x)dx , b > A ∈ R

^G�A�	� �� c �(�f '� Ǳ���( -�� ���
���� �� '� �0 ��-> �� ���'���� &�'(∫ +∞

−∞
f(x)dx =

∫ c

−∞
f(x)dx+

∫ +∞

c

f(x)dx

!�	�� M%&�	i�� [
,∞)  �� f(x) = ekx A�	i5�� k 3S�
 %��+  �	� .H-,M ����∫ ∞

�

ekxdx = lim
B→∞

∫ B

�

ekxdx = lim
B→∞

ekx

k

∣∣∣B
�

= lim
B→∞

ekB − �

k
= −�

k

!����� �%&�	G�� f(x) =
�

x
���B A�	i5�� [�,∞)  �� .I-,M ����

∫ ∞

�

�

x
dx = lim

B→∞

∫ B

�

�

x
dx = lim

B→∞
ln |B| = ∞ , � < B ∈ R



��U ���
.��F � I!%� ��
�#&� ��G

 |m*n;?�K %&�	i�� 37�78 ����  �� f(x) =
�

�+ x�
���B A�	i5�� .K-,M ����
c �L�L> �(�f '� Ǳ���( �'��∫ ∞

−∞

�

�+ x�
dx =

∫ c

−∞

�

�+ x�
dx+

∫ ∞

c

�

�+ x�
dx

= lim
A→−∞

∫ c

A

�

�+ x�
dx+ lim

B→∞

∫ B

c

�

�+ x�
dx

= lim
A→−∞

arctan x
∣∣∣c
A

+ lim
B→+∞

arctan x
∣∣∣B

c

=
(

arctan c− π

�

)
+

(
π

�
− arctan c

)
= π

��-��'�} �	+ ��'E�( �.�/��� w�L� �� O(��  ?��( R� &�� O(�� ����	�) �	U� �( ��� #E!�

�� f(x) O(�� 'P� *��� x�'9� N(�8 =��
∫ b

a

f(x)dx &3��� >*�Z��* ���	� ��	�
�� �� |-+�@�
^G�A�	� �� -+�( ��+�-� �	U� x = a �� ��� -+�( ���	�) (a, b]

∫ b

a

f(x)dx = lim
ε→�+

∫ b

a+ε

f(x)dx

,`�  -+�( ��'� �( x = b �� ��� -+�( ���	�) [a, b) �� f(x) 'P� �∫ b

a

f(x)dx = lim
ε→�+

∫ b−ε

a

f(x)dx

=%.�6
∫

�

�

�

x
dx A�	i5�� ;<�8 /M-,M ����

^G�A�	� �� ��� ��'E�( 'F4 �� ��� ��� ���	�) (
,�] ?$��( &�� f(x) =
�

x
O(�� -0�

∫
�

�

�

x
dx = lim

ε→�+

∫
�

ε

�

x
dx = lim

ε→�+
ln x

∣∣∣�
ε

= lim
ε→�+

− ln ε = ∞

*���'P�� 3�'���� ,)

"��� )�� �� ,1  ���
 A�	i5�� � %&� �5&��J (
,�] "���� �� y =
�

�
√
x
���B /,-,M ����

!%&� )��6∫
�

�

�

�
√
x
dx = lim

ε→�+

∫
�

ε

�

�
√
x
dx = lim

ε→�+

√
x
∣∣∣�
ε

= lim
ε→�+

�−√
ε = �

*���'�!� &��"� 3�'���� #�� �� -�� �� ���� �



*��!�+� �G ��� ��V

� H-,M �	
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(a)
�

�
<

∫
�

�

dx

x+ �

<
�

�
, (b)

∫
�

�

dx

x� + �
≤ �

�
, (c)

∫
�

�

sin x dx

�+ x�
≤ �

��A�M [
, π] �$ %4�2 �� y = cos� x O(�� ]�	�� ��-L� |t

*-�(��( x �( �@A� ��
∫ x�

x�

(t� + �)dt 3�'���� 7��� |r

��A�M
∫ ∞

�

ln x

x
dx &��"� 3�'���� N4�> |v

*-�.�!� ���'( ��
∫

�

−�

�

x�
dx &��"� 3�'���� �.�'�!� |s

��&-���
! 27!�5� �����V
�$ ���9� �� -+�( |*** I	�  I��  3�� 7��� �� G��} ��L��� �� �E� N8�-> N��+ �� ����9� '�
X	A� N�A��'F�� �$ ���9� �� y − y′′ + �x = �y′ � y′ + �y = �x J\ Y�  G���� N�A��'F��
a-4 ����9� �� �� ��� y -
��� �9(�� #�2�� ��� G/� �S��9� b	� #�� �� �h�0 *-�	+��
&�'( �(�	U y = x�+� O(�� �� -�
�@( -���	� �� *G���� 0!D�*�u�� �� U��P� X*� �� y #�� � -
�
 N�A��'F�� �$ ���9� R� #�2'Z �� &'����'���� �( *-+�( �� y′ − �x = 
 N�A��'F�� �$ ���9�

*���0 ��-( �'�0 X�	U ��	���

�y′ = �x− � ;�.��	S�� �� $��4
 ;8 %.��Of
 /.-,M ����
,) dy

dx
= �x − � G���� N�A��'F�� ����9� �� &��6���U �( y′ =

dy

dx
�E�.�"�0 �� -0�

^G�A�	� �� #�2'Z �� &'����'���� �( dy = (�x− �)dx∫
dy =

∫
(�x− �)dx =⇒ y = x� − �x+ C

*�	( -��	1 N�A��'F�� �$ ���9� X�	U y = x� − �x+ C O(�� �
#�!� �( � ��� C �(�f &���� y = x� − �x + C ?-�0 ��-( 3�Y� #�� �� �� �(�	U
&�"( �L�L> ��-L� '� &���( *G�
� �� aJZ� N�A��'F�� ����9� ���� X*� �0 �( 'Z�1
N�A��'F�� ����9� �i^Q X*� �0 �( �� -�0 �� ��-( X�	U R�  ��	!� X�	U �� C
�( *G�.	P �!U�* b�L �0 �( �� �	+ �� ?��� �%�A� �� ��'F� X�	U w�L� �� �E� ���P *G�.	P
*��'P�� N4�> �4	K1 X�	U R�  ��	!� X�	U �� N�A��'F�� ����9� �$ ���� w'+ &��6���U
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�y(
) = � �� �$�� t	� �� exdx− ydy = 
 ;�.��	S�� �� $��4
 ;8 //-,M ����

exdx = ydy *N>∫
exdx =

∫
ydy +C

ex =
y�

�
+ C

C = −� �� � e� = �+C ��	!� X�	U �� ����� w'+ &��6���U �( � ��� ��	!� X�	U ��

*-
� �� BC�� �� ex =
y�

�
− � �4	K1 X�	U  ��	!� X�	U �� ��-L� #�� ��

�y(�) = π �� �$�� t	� �� �x�dx+ cos ydy = 
 ;�.��	S�� �� $��4
 ;8 /B-,M ����

�x�dx = − cos ydy *N>∫ x

�

�x�dx =

∫ y

π

− cos ydy

x�
∣∣∣x

�

= − sin y
∣∣∣y
π

x� − � = − sin y

x� = − sin y + �

�y(
) = � �� �$�� t	� �� dy
dx

= y − y� ;�.��	S�� �� $��4
 ;8 /C-,M ����

dy

y − y�
= dx *N>∫

dy

y(�− y)
=

∫
dx+ C

y(x) =
kex

�+ kex

*��� �4	K1 X�	U y(x) =
−�ex

�− �ex
� k = −� ,`� y(
) = � �$ ���� w'+ �(

�yy′ = ex �� $��4
 ;8 /E-,M ����
^-�0 �� ��-( #�
M ����9� ��	!� X�	U  ����9� �� &��6���U �( y′ =

dy

dx
�	M -0�

�y
dy

dx
= ex

�y dy = ex dx∫
�y dy =

∫
ex dx

y� = ex + C
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����� A�� �*B	
 3f9 �� $��4
 E-,M ����

y′ + p(x)y = q(x)

�� �� I(x) ���B ��5�� �$��4
 )�� ;8  �	� ���5.� x �� �5&��J 34���B q(x) � p(x) �� %&�
A�
	� ��  ��oi��� �� � "���1 %&�� I(x) = e

∫
p(x)dx A�
	� �� ��>�G 3�DU*�Z��* 0���

Iy =

∫
Iqdx+ C

�����1 3
 %&�� �� y 3
�� :���

y′ − �y = � �� $��4
 ;8 /H-,M ����
I(x) = e

∫
p(x)dx

= e

∫
−�dx

= e−�x �( '(�'( ��A��'���� N��� p = −� #�+�� �( -0�
3	�'2 �� &��6���U �( *���

ye−�x =

∫
�e−�xdx+C

*�	( -��	1 y = −�+Ce�x ��	!� X�	U �

�� $��4
 ;8 %.��Of
 /I-,M ����

y′ − �

x
y = �

#��'(�
( q = � � p = −�
x

�( ��� 3�� �@�'� ��1 ����9�  ����9� #�� -0�

I(x) = e

∫
p(x)dx

= e

∫
− �

x
dx

= e−� ln x =
�

x�

Iy =

∫
Iqdx+ C

�

x�
y =

∫
�

x�
�dx+ C

y = x�
(
− �

�x�
+ C

)
y = −�

�
x+ Cx�

�����1 %&�� �� 	�� 3O�.��	S�� �h��4
 :��� I-,M �	
��

(a) y′ + �y = 
 , (b) y′ = y�x+ y�

(c)
dy

dx
− �

x
y = �x , (d) y′ + y = sin x ; y(

π

�
) = �

(e)
dy

dx
+
�

x
y = � , (f) y′ − y = � ; y(
) = �

(g) y′ = −�yx� , (h) (�− x)dy + (�+ y)dx = 
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(�)

∫
(x� − �)(x� + �)�dx, (�)

∫
dx

x ln� x
, (�)

∫
�

�

ln x dx

(�)

∫
�x− �

x� − �x� + �x
dx , (�)

∫
�x− �

x� − �
dx , (�)

∫
x�e�x dx

(�)

∫
x+ �

x� − �x� + �
dx , (�)

∫
dx

sin x cos x
, (	)

∫
ln� x dx

(�
)

∫
dx√

x(x+
√
x− �)

, (��)

∫
e�x + �

ex + �
dx , (��)

∫
�

�

ex − e−x

ex + e−x
dx

(��)

∫
�

�

dx

x� − �x+ �
, (��)

∫ √
�+ ln x

x
dx , (��)

∫
x dx

x� + �

(��)

∫
�

�

�x�
√
�x− �dx , (��)

∫
�

�

dx

(x− �)�
, (��)

∫
cos(lnx)dx

(�	)

∫ π
�

�

sin(cos x) sin xdx , (�
)

∫
dx

sin x
, (��)

∫
x� ln� x dx

(��)

∫ √
�− x

x

dx

x�
, (��)

∫
x(�+ x)��dx, (��)

∫ π
�

π
�

�

sin� x
dx

(��)

∫
�x�

(x� − �)
�

�

dx , (��)

∫
x� cosx dx , (��)

∫ e

e�

dx

x ln x

(��)

∫
e−�x sin�x dx , (�	)

∫
cos� x

sin x
dx , (�
)

∫
dx√

(�− x�)�

(��)

∫
x� − �x� + x

x� + �
dx , (��)

∫ ∞

�

e�xdx , (��)

∫ π
�

�

cos
√
x√

x
dx

(��)

∫
dx

sin� x+ � cos� x
, (��)

∫
e�x

e�x + �
dx , (��)

∫
tan� x dx

(��)

∫ π

π
�

� sin�x cos xdx , (��)

∫ ∞

�

e−�xdx , (�	)

∫ ∞

�

�e�−�xdx

(�
)

∫
dx

(x− �)(x� + �)
, (��)

∫
�

�

[x] + �xdx , (��)

∫
x� + x� + x

x� + x� + �
dx

(��)

∫
x− �

�x� + �x− ��
dx , (��)

∫ ∞

�

dx

x lnx
, (��)

∫
�

�

�√
�x− �

dx

(��)

∫
x� + x− �

x� − x
dx , (��)

∫ ∞

�

sin x dx , (��)

∫
(x+ �)dx

x� + x� − �x

(�	)

∫ −�

�

|x+ �| + [x]dx , (�
)

∫
�

−�
(�|x− �| + �|x+ �| − �[�x]− �) dx
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(��)

∫
��

�

x+ 	

x� + �x�
dx , (��)

∫
�

�

x− �

� dx , (��)

∫ ∞

�

dx

�+ x�

(��)

∫ ∞

�

e−�xdx , (��)

∫
�

−∞
e�xdx , (��)

∫ ∞

�

�√
x
dx

(��)

∫ ∞

�

�

(x− �)�
dx , (��)

∫ ∞

�

x�

x� + �
dx , (�	)

∫ −�

−∞

�

x�
dx

(�
)

∫ ∞

�

�

(x− �)
�

�

dx , (��)

∫ ∞

�

�dx

(�x+ �)�
, (��)

∫ ∞

�

�

x
�

�

(��)

∫ ∞

�

xe−�x�dx , (��)

∫ ∞

�

x�

x� + �
, (��)

∫
�

−∞

dx√
�− x

(��)

∫ ∞

−∞

�e−x

e−x + �
dx , (��)

∫
�

−∞

�

(x− �)�
dx , (��)

∫
�

�

(x� − �)dx

x(x� + �)

^-��� ���� '�� &�/��'���� �$ @��� ��-( |t

(a)

∫
�

�

sin x

�+ x�
dx ≤ � , (b)

∫ π

�

sin x

x� + �
dx ≤ π

(c)
�

�
<

∫
�

�

dx

x+ �

<
�

�
, (d)

∫
�

�

�

x� + �
dx ≤ �

�

(e)

∫
�

−�
x� cosnx dx = 
 , (f)

∫ �

�

−�

�

ln
�+ x

�− x
sin� xdx = 


*-�
� X�A> ��
∫

�

�

f(x) dx ��-L� '�� &���(�� �� O(�� &�'( |r

f(x) =

{
�√
x− �

, x ≥ �'P�
√
x+ � , x < �'P�

*-�(��( [
,∞) �$ �>�� &�� �� y = �e−�x O(�� ���	!� '�� �>�A� |v

*-�
� X�A> [�,∞) �$ �>�� &�� �� y = (�x+ �)−� O(�� ���	!� '�� :�� ��-L� |s

*-�.�!� �-�) [�,∞) �$ �>�� &�� �� y = x− �

� O(�� ���	!� '�� �>�A� |u

*-�(��( �� g(x) = ��− x� � f(x) = x� + � �

� �� #�( �	K� :�� |n

*-�
� �-�) �� y = x lnx � y =
ln x

�x
�

� �� #�( �	K� :�� |m

*-�(��( �� g(x) = x� + � � f(x) = �x� + x �

� �� #�( �	K� :�� |o

*-�(��( �� g(x) = x+ � � f(x) = x� − �x+ � �

� �� #�( �	K� :�� |pq

-�-) x� + y� = � ?$'��� ���� � y =
�

�
x� �

� �� �� -�(��( �� &���>�� �� �>�A� |pp

*-
�0 ��
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π

�
�� π
�

�� �� ��Wx �	� 3	> f(x) =
�

sin x
+

�

cosx
O(�� ����� �� N4�> G"> |pt

*-�(��(

?-+ ��-� ��K�C� &���	� � x = � ]1  y = �e−�x �

� �( �� &���>�� |pr
��A�M ����� #�� �� N4�> G"> *G��� �� ����� ��−x �	� 3	> �� ���

����� ��−x �	� 3	> �� x+ y = � � y = �x  y = �x w	�1 �( ��-� &���>�� |pv
*-�(��( �� ����� #�� �� N4�> G"> *G��� ��

y = � ]1 3	> �� ��� ?-+ ��-� y = x+� ]1 � y = x� �

� �( �� &���>�� |ps
��A�M ����� #�� �� N4�> G"> *G��� �� �����

����� ��−x �	� 3	> t �� Wp �� �� y = �x+� ]1 ����� �� N4�> G"> � :�� |pu
*-�
� G�� �� ?-+ ��"�� G"> #�� �� �%E+ *-�(��( �� -
� ��

'�!����� pq _� �
�.�) ?$-��8 '�8  '�!����� rq �0 b�F��� �� -�(��( �� &����(� N�� G"> |pn
*��� '�!����� ps �0 �.S�( ?$-��8 '�8 �

-��� ���� Ǳ=U �( Ǳ=U _�� �( -+�( ?�	C�� &��%!U-
M R� p(x) 'P� |pm∫
pexdx = ex(p− p′ + p′′ − p′′′ + · · ·)

*-�A�	
( ��
∫
x	exdx 3�'���� N4�> 3	�'2 #�� �(∫ a+T

T

f(x)dx =

∫ a

�

f(x)dx ^-�
� �(�f T X��
� ?��� �( f(x) X��
�� O(�� &�'( |po

���� �-LM [
,�] ?$��( �� y = �
x O(�� ]�	�� ��-L� |tq

*-���0 ��-( �� '�� ��-> N4�> |tp

(a) lim
x→�

∫ x�

�

t

t� + �
dt

x�
, (b) lim

x→�

∫ x

�

et�dt

x�
, (c) lim

x→∞

∫ x+�

x

ln t�dt

x− �

*-�
� N> �� '�� 3�� �@�'� ��1 N�A��'F�� �S��9� |tt

(a) y′ + �y = 
 , (b) y′ = y�x+ y�

(c)
dy

dx
+
�

x
y = 
 , (d) y′ + y = sin x

(e) (ex − �)y′ + exy = 
 , (f) y′ +
�

x
y = � cos�x

(g) y′ + �xy = �x , (h) (�− x)dy + (�+ y)dx = 


(i) y′ = −�yx� , (j) y sin xdx− cos xdy = 
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�	P �� �9 �� 0!D�*�u�� �� U��P� �� ��� y′′ I�� 7��� &���� �� �%�A��'F�� �$ ���9� |tr
�$ ���9� X�	U O(�� #�� -��� ���� y = C� sin kx+C� cos kx O(�� �� &'�P 7��� ��(��

*|��� �L�L> ��(�f k} ��� y′′ + k�y = 
 �� �@�'� N�A��'F��

*��� v(t) = �t+�
m

s
��'� &����  �/�	Z �	� &�� ��'> �� ��'�� �F�J!4� |tv

*-�(��( ��'> 3�� �$ ���f �� �� �� d'�� ]�	�� ��'�

��'�  -+�( v(t) = �t� − �t� + � ��	K( ��'�� ��'� �$ ���9� 'P� �F�J!4� |ts
��A�M d'�� #�� X��+ *-�(��( [�s,�s] ����� ?$��( �� �� d'�� ]�	��

^��� #�
M ��Wx �	� &�� ��'�� ��E� �$ ���9� �F�J!4� |tu

x(t) = �t� + �t− �

*-�
� �-�) [�s,�s] �$ %4�2 �� �� d'�� ]�	�� ��'�

&� ?'��� ���	� R� �� y'� R� X0 ��'1 ��'� ��%�hk ��	� �	��8 7@Z �F�J!4� |tn
x� �� 'P� �� -��� ���� *��� 
/�

√
�gh �\@� 'L� X0 :�� '�� h 7!� �� NE+

�-� G�
� ��"�� r b�9+ �( ��-� �1��	� R b�9+ � H b�F��� �( X0 �� ') &� ���	���
�( ��� '(�'( �	+ ���1 X0 I�!� �� -�� �� 3	Z �� �����

R�


/�r�

√
�H

g

#�� � ��2�� ;��=2� �\@�'� ?���� ���2 �A��( �� #��� a�!�� �� #�2��'2 �( �\!%A� ����� |tm
����� ��	� ���1�� O8�� �� *���� ����'2 '�f�� #��� ����� '4�
� ���1�� '( ���2 ��-L�
�� �0 �� ��� ���2 � �(5�U 3��9� �$"��� �	+ cF> ���1 ?$'� ���� �A��( �� �� #���
7!� �� �!AU '( ?���� ���2  R������� �-�� 3��9� 'f� �� *-
��� F! ��+*� $	!� >��P 

3	�'2 �( � ?�	( ���8	2 g	�� �� ?���� ���2 � �(5�U ��'��[� O(�� #��� :�� �� r

P (r) = −
∫ R

r

g(x)ρ(x)dx

*-
+�( �� x 7!� �� ����M ρ(x) � ;��'P X��+ g(x)  #��� b�9+ R �� �	+ �� ?���
#��� =�'� �� ���2 -��� ����  �0 ����M ��	( �(�f � #��� ���� ��1�	
E� �'2 �(

�( ��'(�'(

Pcenter =
�GM�

�πR�

'(�'( #��� 7!� �� ���2 3	�'2 #�� �( *��� a��4 ������ I�!� ��	� �� 3	�'2 #��
*��� ?'�� =�'� �� ��(��� r �\@�'L� � ��(��� �/�

Torricelli Evangelista(���	 − ���
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�>�A� *�	+ �� 7��=� &��!�( �( f(t)
cm�

min
�
�0 �( t �$D� �� �.���� ��D�3� |to

��A�M y'9� t = �min �� t = 
 �� f(t) ���	!� '��

����'� '��[� �
�0 *-+�( t �$D� �� ���'+ �$ ���'� ;��!� f(t) -�
� �'2 ���^�_*� |rq
�� -�-��� �"��� #�� �( ��'+ ��'�-� -�
� �'2 *-
��� vU�Q �����+ =��d �� f ′(t)

����'� �
�0  �D� '� �� � ?�	( ���	� C ��'+ #�� �� &��6P ����'� :�� #�'�/(
�� �%�A��'F�� �$ ���9� *-+�( ��'+ ����'� N� ��-L� � C N��F� �( ���
�� -��( B��1

*-�(��( �'�0 X�	U � ?�'� �-�) �� ��� ��9�� #�� '����(

�� �A���@� -�� �� :��	� �� ��	K� _�'2 � �!�8 #�( �$�(�� �� �.	��� ���^�_*� |rp

dy

dp
= −k y

p+ c

N> �� ����9� #�� *-
�(�f c � k � ->�� '� _�'2 �!�8 p  _�'2 ��-L� y �0 �� ��
*-�
�

���	� MR = −�
x+ �

 '(�'( �.S�� �� ->�� x -��	� &�'( �.�/� -�0�� ���^�_*� |rt
*-�
� �-�) S�� #�� &�'( �� ���L� �$ ���9� *���

�'U�/� C �(�f ��=�� � -�	� ����	( �	�� R� ��9!U -+� -�
� �'2 �������* �)�� |rr
N�A��'F�� ����9� �� N ��9!U ��	K
����  ��� ���
�� ��9!U �(

dN

dt
= kN + C

-��� ���� *-
� �� a-4 k � C �@Y� &�/�(�f &�'(

N = N�e
kt +

C

k
(ekt − �)

*��� ����� ��9!U N� ��

�� *�	�� �"(�U &�?��� ]�� � G�A�� �0 #�( 'P� G�.	P ��A( �� �!�A�� ���!L� |rv
'��[� �'�P �� I�"�� �E���
��	�'� ��A( G�A�� R� &�� �� &��� #�'�2��9�� �E�.�"�0
 ���2 '��[� �( ���
�� |�	�A�) -
���} ��A( G�A�� R� �� ,)  ��� G�A�� G"> ��
�A���@� �'�6) ��P'( -
�0'2 #�� &�'( I�S &�'�� ��-L� *�	+ �� N4�> G"> ��'��[�

��

W = −
∫

�

�

PdV

�$B� �8:! �::c+ �� �.)��? 	�/) #/@ 1��P+ �0�3 �� *��B) �� ��� �
����R ��dQ �(N�� 
����R�

"��� ��6e �
����R -:�? �f/8�� "���N��� �! �8�% �0�3 �� 
)�+ ��



*��!�+� �G ��� ��T

I�"�� ���  G��'� R� �� 3	�'2 #�� 7@Z *-��G�A�� �.�/� � ����� &�/���> t � p ��
'( ?-+ I�"�� ���  w�A@�� �� �� ���>�� ΔW > 
 ��� �@Y� G�A�� &�� '( ?-+
G�A�� &��� �( �E%( G"> �( �/
� �� ���2 ��� *ΔW < 
 �	( -��	1 �F
� G�A�� &��
'�6) ��P'( � ��A( -
�0'2 R� �� �E���
��	�'� G�A�� ��� 3	�'2 #��'(�
( � ��� ��A(��

�� �A���@�  �0 ��	� �(�f ���'� �(

W = −
∫ V

�

V
�

P (T, V )dV

*��� ?-��� V� �( V� �� G"> �0 �� ��

V� = �

cm� �� G"> 'P� P (V ) =
�

V
���2 � �(�f &��� �( ��A( G�A�� �� |x��}

��A�M -
�0'2 I�"�� &�'( W ��� ��-L�  -
� '��[� V� = 	

cm� ��

?�	( P (V ) = e−V NE+ �( �9(�� &���� ���2 'P� �(�f �.��� �( ��A( G�A�� �� |X}
�� -
�0'2 I�"�� &�'( W ���  -
� '��[� V� = �

cm� �� V� = �

cm� �� G"> �

*-�(��(

�� �

torr �(�f ���2 �� '�6) ��P'( �	�( � I'P ����0 �( N���'�� ��P R� |�}
��A�M 3�� �A> '( ��� *�	+ �� ]A@
� ��
cm� �( �

cm� G">
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*��!�+� ,� 	-����&�'

���
+ �A��  ��-
/� I	%�  I	"�  �!�+  R�=�2 -
��� ��	%� �� �� �9�@Z #���	8 �� &���A(
d�� -
M'� *�	!� N�%� � ���( ����� &��	��� �( ��	� �� �� -�	+ �� g'�� * * * �
d��  �� ?-�-) �� ����� -�� #�� �	U� �( ���/�0 �� �1�
+ &����� &�
@� I	%� #�� �('"�
 R���
��	�'� #���	8  #�	�� ��	!� �(5�U �	��8 �	M �@���� *���0 �� G��'2 �� &�'( &'���(
������� �� �� I	%� '��� � I	"� � R�=�2 G���F� �� '��� &���A( � �	� �AE+  ������ ��'>

*G����') �� �/�0 �( N�5 �� �\'K�C� �� � ���0 ����� &�� 3	�'2 ���8 �� � �AU ��	���

=����C� ����
�� -
���@� X��� #�� �� ��2� ��E( &��->�� �� G�
� �� &��0���

L 3	Z M I'U X��+ �'�� ?�����

m '�� kg I'P	%�� m

s�
N #�	�� mks

cm '�!����� gr I'P cm

s�
dyne #�� cgs

ft �	2 slug zJ�� ft

s�
lb -�	) �A�%���

�� -
���@� 3��-�� &�-� �J�-@�

�mil = ��
	m , �ft = �
/��cm , �in = �/��cm

�slug = ��/�	kg , �lb = ���/�gr , �j = �/���× �

�
eV

��U



*��!�+� ,� 	-����&�' �� ��� ��V

6�� M'�� ������

���� �'�� �!AU '( ?�P'� *��� I'U =�'� I	/F� �( w�@���  O(�� R� ]�	�� ��-L� &���'(��� ��
?���� &���'�� #�� I�!� -
�0'( �� �FP ��	� �� ��� ��� 'f	� GAU ���5 I�!� '( � '�� #�� �	+

*�	+ �� ?-���� fD� ��� J6�� ��L� #�� �� ��� =�'!�� Q�1 �$�L� R� '( �/
� GAU '(
&�� '( mk  · · ·  m�  m� I'U k ��-9� -�
� �'2 5����−k f�D!+ F� ��� J6��
��'U−k G�A�� #�� *|p*ppNE+} -
98�� xk  · · ·  x�  x� ���'�( &�� ��E� �� � ��−x �	�
�����P 3	�'2 7@Z *G�(��( �� G�A�� #�� G(x) I'U =�'� �� G�%��� � ��2'P 'D� �� ->�� �	�( ��

^G���� I'U k #�� &�'(

m�x� +m�x� + · · · +mkxk = (m� +m� + · · · +mk)x

�� 3	Z �	� '( O8�� ��'UWv G�A�� ,-,, NE+

#�� �� *G���� 7�Z�+� ��� J6�� �'�0 � -
���9� 3�> �� �0 3	> I'U k #�� �� ��� ���E� x ��
^G���� �U

x =
m�x� +m�x� + · · · +mkxk

m� +m� + · · · +mk

^�	+ �� #�
M 3	�'2 #��  ����� '4�
� �� &��-9� b	!"� &�'(
∑

��!� &'�P��E( �(

x =

k∑
i=�

mixi

k∑
i=�

mi

*��� ����−k f�D!+ 06 ��� ��-L� M =

k∑
i=�

mi �

P�B	5�  �0��?
 �� �0$�W ��/
  �� 3
	G�O�� � � a � Q � w F	� w ���4B ,-,, ����
=%.4'�� �0$�W ��/
  ��� �� F	� ��06 )�� F	� X�	
 ���4'�� �d � rw � �g � �a
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^��� #�
M ��'UWv G�A�� #�� I'U =�'�  3	�'2 7@Z -0�

x =

�∑
i=�

mixi

�∑
i=�

mi

=
�× (+�) + �× (+�) + �× (−�) + �× (+�)

�+ �+ �+ �
= �/��

�A> '( �� I'U =�'� 3	�'2 ��	� �� =�� -
�A� O8�� ��K�C� �$F4 �� �� I'U−k &�'(
mk  · · ·  m�  m� I'U k ��-9� G�'�P *|t*ppNE+} ���0 ��-( �'� � 3	Z &�� B�C�
I�'U� �����P Mx 'P� *-
98��

∣∣∣xk

yk

 · · ·  
∣∣∣x

�

y
�

 
∣∣∣x

�

y
�

���'�( &�� ��E� �� � ��K�C� �$F4 ��
,`� -+�( ��−x �	� 3	>

Mx = m�y� +m�y� + · · · +mkyk , (kg.m)

,`� -+�( ��−y �	� 3	> I�'U� �����P My 'P�

My = m�x� +m�x� + · · · +mkxk , (kg.m)

G���� G(x, y) I'U =�'� ��K�C� &�'( � M = m� +m� + · · · +mk G�A�� N� I'U

x =
My

M
, y =

Mx

M

&��6���U �(

x =

k∑
i=�

mixi

k∑
i=�

mi

, y =

k∑
i=�

miyi

k∑
i=�

mi

������ ��K�C� �F4 �� ��'UWv G�A�� .-,, NE+



*��!�+� ,� 	-����&�' �� ��� �!\

P�B	5�  �0��?
 �� m� = ��gr � m� = �
gr Mm� = �
gr F	� �& .-,, ����
#�� I'U =�'� *|r*pp;?�K ��$��4B �� ���5#
 ��/S< �� (�/�,�/�) � (�,
) M(
,
)

����"� I'U ��
^G���� I'U =�'� 3	�'2 7@Z -0�

x =
My

M
=

k∑
i=�

mixi

k∑
i=�

mi

=
�
× 
+ �
× �+ ��× �/�

�
+ �
+ ��
=
��


��
≈ �/��

y =
Mx

M
=

k∑
i=�

miyi

k∑
i=�

mi

=
�
× 
+ �
× 
+ ��× �/�

�
+ �
+ ��
=
��

��
= �

*��� ��'UWr G�A�� #�� I'U =�'� G(�/��,�) �$�L� �

t*pp 3�Y� �� ������ ��K�C� �F4 �� GAU �� I'U =�'� /-,, NE+

G�� #�� �� ��� #E!� �%� ���> �� *-�'��( 'D� �� M I'U �( �!�� 5f!+ F� ��� J6��
����M *�	( -��	C� �1�	
E� ����M &���� =�� �9�	� �	�( #��'(�
( � ?�	@� �1�	
E� �!AU
G�� �� I'U ->�� 3	Z s �A>'( I'U O(�� m(s) �h��
M � ?�	!� �2'9� I'U ��'��[� �� G��

�
9� �	( -��	1 I'U ��'��[� ��=�� ρ(s) ����M ,`�  -+�(

ρ(s) =
d

ds
m(s)

�� �	( -��	1 ���@� I'U � ρ(
) = 
 �6� ��� 'F4 ����M 'F4 I'U &�'( �	M �

m(s) =

∫ s

�

ρ(σ)dσ
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 ����� -��	8 7@Z �6� � ��� ���/
�( �0 ���5 ��-9� �� ��� ��'U−k G�A�� R� G�� ���
^�	( -��	1 #�
M l 3	�( �!�� &�'( I'U =�'� � ?-+ N�-@� 3�'���� �( �� b	!"�

x =

∫ l

�

xρ(s)ds∫ l

�

ρ(s)ds

, y =

∫ l

�

yρ(s)ds∫ l

�

ρ(s)ds

�� �A���@� G�A�� N� I'U � y =
Mx

M
� x =

My

M
�+	� ��	� �� ��

M =

∫ l

�

ρ(s)ds

*�	!� g'�� =�� a ≤ t ≤ b ?$��( �� '�����) NE+ �� ��	� �� � ��� G�� 3	Z [
, l] ?$��( �"
�� ��

�1�	
E�'�� ����M �( G�� R� I'U =�'� B-,, NE+

ds =
√
�+ y′�dx ����� %&� 	�oL75-
 34��B f �� y = f(x)3�/�
  �	� ,-,, ����

A�W �%&� ds =
√
x′� + y′�dt �� 	��	� ���7
 )�� X��

(
x(t), y(t)

)
 	5
���J 3�/�
  �	� �

�� %.B��* [a, b] "����  �� 3�/�
 E�

l =

∫ b

a

ds

G(x, y) I'U =�'� �$ @��� &�'(  ��� �	1 3	Z I�!� �� �1�	
E� ����M &���� �� �!�� &�'(
](�� � �� G�� I'U =�'� �"��� �� � ?-+ y6> �'C� � ��	4 �� ρ(s) �(�f  a	2 &�� 3	�'2 ��

x =

∫ l

�

xds

l
, y =

∫ l

�

yds

l

*G���� ';J6�� �� I'U =�'�  ���> #�� �� � ?-�0 ��-(

��/
  h�� �� x� + y� = R� A�
	� �� "	������ ;?� �� 3��& F	� X�	
 /-,, ����
*|s*pp;?�K ������ �� �	�G 3
 ��	' ��A�W



*��!�+� ,� 	-����&�' �� ��� �!�

#��'(�
(  y ≥ 
 � −R ≤ x ≤ R �� y =
√
R� − x� G�A�	� �� ?'��� 3	�'2 �� -0�

�"��� �� *y′ =
−x√
R� − x�

ds =
√
�+ y′� dx =

√
�+

( −x√
R� − x�

)�

dx =
R√

R� − x�
dx

,`�

M =

∫ R

−R

ds =

∫ R

−R

R√
R� − x�

dx = πR

My =

∫ R

−R

xds =

∫ R

−R

xR√
R� − x�

dx = 
 ⇒ x =
My

M
=




πR
= 


Mx =

∫ R

−R

yds =

∫ R

−R

yR√
R� − x�

dx = �R� ⇒ y =
Mx

M
=
�R�

πR
=
�R

π

*��� ?'��-!�� #�� I'U =�'� G(
,
�R

π
) �$�L� �

r*pp 3�Y� NE+ &�?'��-!�� G�� R� I'U =�'� C-,, NE+

��f7� �� ���� ���B �0$�W ��/
 	� �� l A�f�  ��O�
 H�O�
 E� F	� X�	
K .-,, ����
�� �O�
 )�� 3f9 3$�i6 ��	�G ���� ����9 (l,
) ��f7� ,1  �05�� � �5���� Ǳ��*
 	� ,1 U�	�
F	� M(kg) 35'� G(x) �O�
 F	� X�	
 �%&� 	5
 	� F	G�O�� ρ(x) 	��	� Ǳ��*
 �� x(m) ,�?


RL& � %&� xM = My 	��	� ���� �O�
 ;�

x =

∫ l

�

xρ(x)dx∫ l

�

ρ(x)dx

�%�� R� �� I'U =�'� E-,, NE+
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	� ,1 @6  �05�� �?���6 "��� ��	' �0$�W ��/
 	� �� 	5��5��& � A�f�  ��O�
 B-,, ����
	5��5��& 	� F	G ρ(x) = � + x� 	��	� 
 ≤ x ≤ � 	�  �	� ,1 3$�i6 	G� �%&� Z*f�
 Ǳ��*


=������ �	�1 F	� X�	
 M���� P4?

^G���� '���L� &��6���U � S�( 3	�'2 7@Z -0�

x =

∫ l

�

xρ(x)dx∫ l

�

ρ(x)dx

=

∫



�

x(�+ x�)dx∫



�

(�+ x�)dx

=

�

�
x� + �

�
x�

∣∣∣

�

x+ �

�
x�

∣∣∣

�

=
�	�

��
= �/	�cm

?$��( &�� ��K�C� �$F4 �� �� y = f(x) �$ ��	�) O(�� �

� 5heD� fD� F� ';J6��
*G�(��( �� �

� #�� '�� ��>�� I'U =�'� �� G�%��� � ��2'P 'D� �� [a, b]

������ ��K�C� �F4 �� -��U GAU R� I'U =�'� H-,, NE+

^���0 ��-( #�
M �� ��−x �	� 3	> �����P ��	� ��  ?-

� ��A1 ���.=U y6> �(

My =

∫ b

a

xρ(x)f(x)dx (kg.m)

�� ��� ���@� =�� ��−y �	� 3	> �����P �

Mx =
�

�

∫ b

a

ρ(x)f�(x)dx (kg.m)

,`� -+�( ��>�� N� I'U M(kg) ?�P'�

M =

∫ b

a

ρ(x)f(x)dx (kg)

^G���� y =
Mx

M
� x =

My

M
�� -+�( ��>�� I'U =�'� G(x, y) �$�L� 'P�

x =

∫ b

a

xρ(x)f(x)dx∫ b

a

ρ(x)f(x)dx

, y =

�

�

∫ b

a

ρ(x)f�(x)dx∫ b

a

ρ(x)f(x)dx
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^G���� 'A� �� �0 y6> �( -+�( �(�f �8�� ����M �� ����> �� �

x =

∫ b

a

xf(x)dx∫ b

a

f(x)dx

, y =

�

�

∫ b

a

f�(x)dx∫ b

a

f(x)dx

�� �A���@� G(x, y) �	P=�'� A �>�A� � �(�f ����M �( &� �8�� &�'( �FP ��	� ��

x =
My

A
=
�

A

∫ b

a

xf(x)dx , y =
Mx

A
=

�

�A

∫ b

a

f�(x)dx

�� x = � (9 � y = �x� ������ � �0$�W ��/
 �� ���/
  ��'�� ,�GX�	
 C-,, ����
�%&� %9���?� �'�� 3$�i6 =������

s*pp 3�Y� GAU I'U =�'� I-,, NE+

�/�	�'2 7@Z -0�

A =

∫
�

�

(�x�)dx =
�

�
x�

∣∣∣�
�

=
�× �

�

�
= ��

My =

∫
�

�

x(�x�)dx =
�

�
x�

∣∣∣�
�

=
�

�
�
�

Mx =
�

�

∫
�

�

(�x�)�dx =
�

�
x�

∣∣∣�
�

=
�

�
�
�

,`�

x =
My

A
=
	

�
, y =

Mx

A
=
��

�

*��� ��>�� �	P=�'� G(
	

�
,
��

�
) �
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(9 �� ���/
 � [
, π] )�� �� y = sin x 3�/�
 �� ���/
 �� �8�� ,�GX�	
 E-,, ����
������� �� %&� y =

�

�

u*pp 3�Y� -��U GAU I'U =�'� K-,, NE+

�/�	�'2 7@Z � ?�	( x =
�π

�
� x =

π

�
w�L� y =

�

�
]1 � y = sin x O(�� ��	1'( N� -0�

^G����

A =

∫ �π
�

π
�

sin xdx = − cos x

∣∣∣ �π
�

π
�

=
√
�

My =

∫ �π
�

π
�

x sin xdx = (−x cosx+ sin x)

∣∣∣ �π
�

π
�

=
π
√
�

�

Mx =
�

�

∫ �π
�

π
�

sin� xdx =
�

�

( x
�

− sin�x

�

)∣∣∣ �π
�

π
�

=

√
�

�
+
π

�

,`�

x =
π
√
�

�√
�

=
π

�
, y =

√
�



+ π

�√
�

=
�

�
+

π

�
√
�

-�-) 'F4�� �!">  ]1 R� 3	> NE+ R� ����� �� G���� �� 5$*�� fD� F� ';J6��
O(�� �

� �	
�� *�+�� -��	1 ��'8 ����� �	� #�� '( �\!%A� ��>�� �	P=�'� � -�0 -��	1
G��� �� ����� ��−x �	� 3	> �'�0 � ��2'P 'D� �� [a, b] &�� �� y = f(x) �F
��� �$ ��	�)
��−x �	� '( O8�� �	P=�'� &���� �� �	+ �� ��"�� �!"> O(�� #�� ����� �� *|v*pqNE+}
�� x B�C� �/
� ��� �2�� #��'(�
( *��� ���L�� �	� #�� 3	> ?-�0 -�-) G"> �'�� ���
&-9( �� &�<2 �� �� ��−x �	� 3	> �������P b	!"� 'P� *G�(��( G(x,
,
) �	P=�'� ��

^G���� k �(�f ����M �( GAU #�� &�'( ,`�  G��� ���� Myz �( xyz

Myz = kπ

∫ b

a

x[f(x)]�dx
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�� �A���@� GAU I'U

M = kπ

∫ b

a

[f(x)]�dx

�E��
M ��� G(x,
,
) �$�L� GAU I'U =�'� �6�

x =
Myz

M
=

∫ b

a

x[f(x)]�dx∫ b

a

[f(x)]�dx

NE+ �( ]L2  OZ�� ���� GAU R� �	P=�'� �� �	+ �� BC�� ����9� #�� �� k y6> ��
�A�2��  I'U �����P &�"( #�!� ���� GAU &�'( #��'(�
( *�0 ,
U �( �� ���� ���A( GAU

�� �A���@� yz �$F4 �( �@A� GAU �����P �� �"�0 �� � ��2'P 'D� �� �� GAU �����P

Myz = π

∫ b

a

x[f(x)]�dx

�E��
M ��� G(x,
,
) �$�L� V G"> �( GAU �	P=�'� ���'� #�-(

x =
Myz

V

����� 3
 ,���� �� %&� [
,�] )�� �� y =
√
x+ � 3�/�
 �� ���/
 �� �8�� H-,, ����

=%.�6 ;<�8 ��8 ,�GX�	


n*pp 3�Y� �	P=�'� ,M-,, NE+

G�A�	� �� #�
M a	2 &�/�	�'2 7@Z -0�

x =

∫ b

a

x[f(x)]�dx∫ b

a

[f(x)]�dx

=

∫
�

�

x(x+ �)dx∫
�

�

(x+ �)dx

=
	

�

*��� G(
	

�
,
,
) �$�L� GAU �	P=�'� �
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����� 3
 ,���� �� %.4'�� [
,
π

�
] )�� �� y = sin x 3�/�
 �� ���/
 �� �8�� I-,, ����

=%.�6 ;<�8 ��8 ,�GX�	


m*pp 3�Y� �	P=�'� ,,-,, NE+

�� �A���@� x a	2 &�/�	�'2 7@Z -0�

x =

∫ b

a

x[f(x)]�dx∫ b

a

[f(x)]�dx

=

∫ π
�

�

x sin� xdx∫ π
�

�

sin� xdx

=
�

��
(�+ π�)

π
�

=
�+ π�

�π

*��� G(
�+ π�

�π
,
,
) �$�L� GAU �	P=�'� �

[a, b] &�� y = g(x) � y = f(x) �F
��� � ���	�) �

� �� #�( &���>�� -�
� �'2∫ b

a

|f − g|(x)dx �

� �� #�� #�( �	K� :�� �� �"�0 ��  -
� ����� ��−x �	� 3	>

�E��
M ��� G(x,
,
) �$�L� GAU �	P=�'� ��−x �	� 3	> �0 ����� �(  ���

x =
Myz

M
=

∫ b

a

x[f�(x) − g�(x)]dx∫ b

a

[f�(x) − g�(x)]dx

G"> � ?�	!� ?��F��� ���� I�AU� G"> &�'( [@�@ �� !�_ �� ��	� �� =�� �	P=�'� #�A��� �(
g(x) � f(x) O(�� �� �( �	K� �$ �>�� S 'P� �� -
� �� ���( #�
M ��<8 #�� *�2�� �� GAU
N4�> G"> ,`�  -+�( S �$ �>�� �	P=�'� G(x, y) #�
h!� � ?�'E� O�8 �� ��−x �	� � -+�(

*�πyS �� �A���@� ��−x �	� 3	> S ����� ��



*��!�+� ,� 	-����&�' �� ��� �!V

� ,-,, �	
��

���'�( &�/��E� �� �/�	Z �	� &�� ��'P ns � vq � pq � rq � tq I'U s ��-9� |p
��A98�� �/�	Z �	� &�"� �� I'U e
) #�� I'U =�'� *-
98�� s � t � p � Wt � Wr

&�/��E� �� ��−y �	� &�� ���'�( zJ�� u � r � v � t &�/�'U �( ?�5 ��/M |t
����"� ���5 #�� I'U =�'� *-
98�� r � t � s � Wv ���'�(

(�,�) � (�,�)  (�,�) w�L� �� ���'�( �� �gr � �gr � �gr  �gr ?$�5 ��/M I'U =�'� |r
����"�  -
���9� �� ��K�C� �$F4 �� (−�,�) �

(
,−�) � (−�,�) � (�,�)  (�,�) w�L� �� ���'�( ��'P	%�� r  p  t  s I'U ��/M |v
�� G��� ��'8 ��E� I�-� �� �� I'P	%�� p I'"( �!"
) I'U *-
98�� ��K�C� �$F4 ��

*�'�P ��'8 ��K�C� Ǳ�-@� �� I'U e
) #�� I'U=�'�

I'U=�'� �A(	%�� *��� ?-�0 ��-( NE+ &�?'��-!�� �!�� I'U =�'� r*pp3�Y� �� |s
*��� 
 < θ ≤ π ��8� θ ?�	C�� ����� � q #�( G�� #�� �� ?�	C�� ��	8


 ≤ t ≤ �π &�'( ��
{

x = R(t− sin t),
y = R(�− cos t).

&'�����) �

� �� �	8 R� �	P=�'� |u
*��� y�'9� �*JQ�N ����� �( �

� #�� *-
�� �-�)

*-
�� �-�) 
 ≤ t ≤ � &�'( ��
{

x = et,
y = �.

&'�����) �

� �	P=�'� |n

Ǳ�-@� '( �0 iM &�/��� �E��
M ?��� ��'8 �/�	Z �	� '( �� '�!����� pu 3	�( &��%�� |m
ρ(x) = �(�� − x) '(�'( 
 ≤ x ≤ �� '� &�'( �0 ��1 ����M 'P� *��� 7@�
�

�-�(��( �� �%�� I'U =�'�  -+�( '�!����� '( I'P

|n�m ����M �(} �
�0 &=%2 �$ %�� �� 3�K�� N4�> '�!����� pt 3	�( �1�	
E� &��%�� |o
=�'� *��� G� ��
� �� '�!����� m 3	�( |m�o ����M �(} �A� �$ %�� � '�!����� v 3	�(

*-�(��( �� �%�� #�� I'U

&�/��� �E��
M ��2'P ��'8 ��−x �	� &�� '( �� '�!����� ps 3	Z �( &��%�� ����M |pq
I'U �A(	%�� *-
� �� '��[� ρ(x) = �e−�x kg

m�
O(�� �(  �A98�� Ǳ�-@� '( �0 iM

*�0 I'U =�'� � �%��

'P� *-
� �� '��[� ��1 �	�( '��� &�/��� �� �0'AE� �� '�� q�s 3	Z �( &��%�� ����M |pp
*�%�� #�� I'U =�'� �A(	%��  -+�( �/� kg

m�
� �/� kg

m�
�0 '� �� ����M

�� ����M ;�	Z �

�
�� �0 &�-�(� �� �� ?-+ ��1�� ��
M '�!����� sq 3	�( &��%�� |pt

G� ��1 �	�( _�����M �0 &�/��� �� �
�

�� � ?-+ ���� ��1 �	�( � kg
m�

�� � kg
m�

��A�M �%�� #�� I'U =�'� *-�� �� � kg
m�

��-L� �( � �	+ ��
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*-�.�!� �@��� �� �/�	Z �	� � y =
√
	− x� ?$'��� G�� �( ��-� �$ �>�� �	P=�'� |pr

� x = 
 w	�1 #�( �� y = sin x ���	!� � �/�	Z �	� �( ��-� &� ��>�� �	P=�'� |pv
*-�(��( �� ���� ��'8 x =

π

�

��A�M x = ±� w	�1 � �/�	Z �	� � y = x�+� �!/� �( ��-� �$ �>�� �	P=�'� |ps

�� -�(��( �� 
 ≤ x ≤ � #�( � y = �x� + x − � �!/� �( ��-� &� �8�� �	P=�'� |pu
*-+�( ρ(x) =

√
�− x

kg

m�
�0 �$�L� '� :�� ����M

�	P=�'� *G��� �� ����� �� ��� [
,�] #�( �� y = x�+x+��

� �( ��-� �$ �>�� |pn
��A�M N4�> G">

?-+ ��-� ��K�C� &���	� � x = � ]1  y = �e−�x �

� �( �� &���>�� |pm
��A�M ����� #�� �� N4�> G"> �	P=�'� *G��� �� ����� ��−x �	� 3	> �� ���

����� ��−x �	� 3	> �� x+ y = � � y = �x  y = �x w	�1 �( ��-� &���>�� |po
*-�(��( �� ����� #�� �� N4�> G"> �	P=�'� *G��� ��

y = 	 ]1 3	> �� ��� ?-+ ��-� y = x+� ]1 � y = x� �

� �( �� &���>�� |tq
��A�M N4�> G"> �	P=�'� *G��� �� �����

*-�(��( h b�F��� � r ?$-��8 b�9+ �( �� G.�8 '�-�A� �Z�'C� �	P=�'� |tp

�� &�
/) � '�!�%�� t b�9�( ?'��� O�L� :�� �( &'+�� G"> �	)�) �$ �<8 �� ?��F��� �( |tt
*-�(��( �� '�!�����

*-�
� X�A> �� '�!����� s b�9+ �( &�?'� G"> �	)�) �$ �<8 �� ?��F��� �( |tr

B
�� #�`( ������
�0 '( =�� -+�( �0 ���� �!AU 'P� � -
� �� ���� �'�� �	1 y'� ?��-U '( O��� '� �� G���� ��
?���� &�'�� #�� ��-L� � ?�'� ���� GAU '( �.�'�� GAU &S�( O��� ��� *���� �� ���� �'��

^G���� *G��� �� ���� P �( � G���� $�V4 �� (A) GAU :�� ->�� '( (F )

P (pa) =
F (N)

A(m�)

O('� '�� '( #�	�� R� '(�'( 3�E��) R� � �	+ �� ?-�"
� 3�E��) �A> '( ���2 mks �� ��
'( �� ��� �.�'�� ��-L�  -+�( O��� ���� GAU 7!� h(m) � O��� ����M ρ(

kg

m�
) 'P� *���

,) ��� GAU &S�( O��� ��� �( '(�'( �	+ �� ���� A :�� �( �!AU

F = mg = ρ.V.g = ρ.Ah.g
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�( ��'(�'( GAU '( N4�> ���2 �

P =
F

A
= ρgh

'( ���2 ,) *j��� �E� ��/U �$!� �� ���2  O��� �� ��L� '� ��l ^-�	P �� 3�E��) N4�
� ?�	( &-
%( � ��A) &���� I�AU� :�� ��� *�	+ �� ���� ��AE� �	�( y�4 :�� #�� &��
*G��� ���	!� �� ���2 � �'�� 3	�'2 �A��( �� N��� #�-( � -
���F�� =�� b�F��� �� �	1 I�AU�
-+�( ���
+ G.�8 �	�( ρ ����M �( �9��� ���� ��AE� ���C� �( �C� &��F4 -�
� �'2
[a, b] ?$��( &�� �� f} ��� f(x) O��� :�� '�� x 7!� �� �F4 3	Z G�'�P *|pt*ppNE+}

�� �A���@� �F4 '( O��� ���2 �� N4�> F &�'�� ��	K
�� �� |-�
� �'2 �@Y� � ���	�)

F =

∫ b

a

ρxf(x)dx

O��� R� ���� ��AE� ���C� �( �!AU ,.-,, NE+

�� ��� My =

∫ b

a

xf(x)dx ���"�0 �� � x =
My

A
,) -+�( �F4 �	P=�'� 3	Z x̄ 'P�

*�	+ �� ���� �	P=�'� '( ]�	�� �	�( ���2 � �	( -��	1 F = ρx̄A �"���

�� 	J 3*4?
 3�	[ ]� 	� 	5��5��& a U�4� ��  �"	?��� ;?-� }���  ��u�B K-,, ����
��-L� -+�( '�� R� y'� b�F��� 'P� *|pr*pp;?�K %&� �5�	G ��	' �/�� 3$�i6 �� )`��

*-�.�!� �@��� �� ?'E!�� #�� '( ?���� &�'��

o*pp 3�Y� ?'��-!�� ,/-,, NE+
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^�'� ���( '�� O(�� �( ��	� �� x(cm) b�F��� �A>'( �� NE+ &�?'E!�� d��� �$ [�� O�L� -0�

f(x) =

{

 , 
 ≤ x < 	�

�
√
�− (�

− x)� , 	� ≤ x ≤ �



^�	( -��	1 #�
M �[�� '( O��� �� ?���� &�'�� ��-L�

F =

∫ b

a

ρxf(x)dx

=

∫
	


�

ρx× 
dx+

∫
���

	


ρx× �

√
�− (�

− x)�dx

= ρ

∫
���

	


�x
√
�− (�

− x)�dx

= �/��× �

�
(��π − �)

= ��/	� N

� .-,, �	
��

:�� *��� �-LM �	+ �� ���� '�� v 7!� �( 'C��� x� �� &�'2 �-( '( �� �.�'�� |p
*-�'��( 'D� �� O('� '�� R� �L2� ��	K( �� �-( 3	!9�

b�F��� �( X0 ��	�� R� �� �� �� �� '�!����� s '�8 �( �!M�� R� '( ���� ���2 � �'�� |t
*-�
� X�A> �� ���� ��'8 '�!����� ps

'�� �� 7!� �( 'C��� R� x� �� |'�!����� �A> '( ��9(�} m*pp3�Y� �� �	�6� GAU |r
*-���0 ��-( �� GAU #�� '( ���� &�'�� *���� ��'8

'��[� ρ(x) = x−	� O(�� �( #�.�) �( S�( �� NE+ ?'��-!�� �$ [�� ����M o*pp3�Y� �� 'P� |v
*-�.�!� �@��� �\�-"� �� �[�� #�� '( ���� &�'�� ��-L�  |	� ≤ x ≤ �

} -
�

)�M
/W ���- ������

7%9� � ��=��0  G�� ��A( b�F��� G� |�\��=� ��} �%�� �� �( �� ;2'Z �� �� �2��9�� N(�8 '�"��
*G�.�!� BC�� �� �'�"�� NE+ O(�� G���	1 �� *���

'P� W ��� �( '�"�� &�'( *�'� �	K� '�"�� &�'( �� pv*ppNE+ ��	� �� R���E� -�� ��
;�� T � '�"�� �$�L� #�'� #�.�) D

∣∣∣�
h
�

�E��
M  -+�( 3	Z ->�� I'U w � ?�	( '�"�� 3	Z s

�$�L� '� &�'(  ��� ��AE� '�"�� 3	Z I�!� �� '�"�� ;�� �� �"�0 �� ,`�  -+�( D �$�L� ��

Hanging Chain�
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^�+	� #�
M ��	� �� '�"�� &�� A
∣∣∣x
y

?�	C��
{

Tx = TA cos θ ,
Ty = TA sin θ .

⇒
{

T = TA cos θ ,
W = TA sin θ .

⇒ tan θ =
W

T

��=��0 '�"�� ,B-,, NE+

-+�( '�"�� 3��9� �$ ���9� y = f(x) 'P� *��� 72� �( A �� ��!� TA &�'�� �$ ���� θ �

y′ = tan θ =
W

T
=
w

T
s(x) (†)

&'��L��� �( � s′(x) =
√
�+ (y′)� G���� p*pp�%�� �� *��� '�"�� 3	Z O(�� s(x) ��

^G�'�P �� �"��� #�
M (†) ��

y′′ = (y′)′ =
(w
T
s(x)

)′
=
w

T
s′(x) =

w

T

√
�+ (y′)�

u′ =
w

T

√
�+ u� G���� y′ = u �'2 �( *��'P �� N4�> y′′ =

w

T

√
�+ (y′)� �$ ���9� �

^G���� �0 �� &'����'���� �( ��∫
du =

∫
w

T

√
�+ u�dx

��L� #�'� #�.�) �� D �� �	M *�	( -��	1 ��	!� X�	U u = sinh(
w

T
x + C) #��'(�
( �

�� y′ = sinh(
w

T
x) �
9� ��� C = 
 � ?�	( y′(
) = 
 = u(
) �6� ��� 'F4 ��+ ���

^-�0 �� ��-( '�� ��	K( '�"�� �$ ���9� �0 N> �( �
∫
dy =

∫
sinh(

w

T
x) dx �"���

y =
T

w
cosh(

w

T
x) + C

�� �A���@� '�"�� �.�/� ����9� y(
) = h� w'+ 3�!�� �(

y =
T

w
cosh(

w

T
x) + h� − T

w
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��=��0 '�"�� �.�/� ����9� y = k cosh
x

k
− k + h� �$ ���9� k =

T

w
�'2 �( �P��� &�'( ��
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� �'2 *-
� �� 3-@� F = ma &��A�
� ?�	( F = ma #�	�� I�� �	��8 7@Z *-
� 'f� F &�'�� �0 '( � ?�	( O8�� x(t) ��E� �� t

^-
+�( �� #�
h
�� GAU &� �D� X��+ � &� �D� ��'�

v =
dx

dt
= x′ ; a =

d�x

dt�
= x′′

m

s
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*��� kg I'P	%�� �A> '( � �(�f ?��	!� R��J� R���E� �� =�� GAU I'U �

"�:<)� ��P/� Catena ��:+g �/8� �� e!�� Catenary�



*��!�+� ,� 	-����&�' �� ��� �##

6�&�� c��. ������

����'P X��+ ?��	!�  -
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�
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∫
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∫
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-> ��'� �( ��('�M �-��� �� &���	!� Skydive �!�)�	� �� _') ,E-,, NE+

�C���H 8'� ������
�( �	
�� � G��'� ���'( rs*o3�Y� �� �� �(��') R� ��'> &'�����) �S��9� �� &'K�C�
v�
m

s
�$ ���� ��'� �( � θ �$ ���� �( 72� ��-��� �� �!AU G�'�P *G����') �� &'���( ���.=U

��} G.�8 � |�(�f ��'� �( �1�	
E�} �L2� ��'> b	� �� ���=!� GAU #�� *��� ?-+ X��')
�S��9� � ��� �!/� �%E+ |�	� ����L� �� 'D
2'4} ��'> �� �"��� *���� |���0 w	L�

^-�� #�
M '��
�� ��'>

vx = v� cos θ , vy = v� sin θ − gt



�#U <!����� ���

�	+ �� '��� �!/� NE+ �� �� �(��') R� ��'> ,H-,, NE+

�� &'����'���� �( ,`� *-�� �� ���� �D� '� �� �� ��'� ���'( �/U tanφ =
vy

vx
�

^G�A�	� �� ��'> �S��9�

x =

∫ t

�

v� cos θdt = v� cos θ t , y =

∫ t

�

vydy = v� sin θ t− �

�
gt�

^�	+ �� N4�> '�� �$ ���9�  S�( �$ ���9� �� #�( t '�����) y6> �(

y = tan θ x− g

�v�
�

cos� θ
x�

X	A� �(��') ��� ��L� #��  ��� H
(v�

�
sin�θ

�g
,
v�
�

sin� θ

�g

)
��$� �( �!/� R� �$ ���9� #��

-�� �� 3	Z �� ����� �-� *��� ����f th =
v� sin θ

g
'(�'( ��� #�� ���� �-� � �	+ ��

�� ��� �.�U =�� �(��') �'( � ��� tR = �th '(�'( � ��� ���� '(�'( �� -�'( #��� �( �(��') ��

#�'���( *�A98�� ��'> b�'+ �� '�� R =
v�
�

sin�θ

g
�2�A� �� �� -�� �� #��� �( �(��')

'A�� �� �'( ��-L� #�'���( θ =
π

�
X��') �$ ���� �
9� -+�( sin�θ = � �� ��� ��8� �'(

*������

3��
� �6 �� RJ ��� 3
 ��� �
o �� ���� �� ��m
s
%	& �� �� 3J�B 3�?���� ,M-,, ����
=�&� 3
 )�
� �� x�B 35��.
 �6 3W �



*��!�+� ,� 	-����&�' �� ��� �#V

�( ��� '(�'( �0 �'( � {	� '�� ���� -0�

tR = �th = �
v� sin θ

g
= �

��× �

�

�

= �/�s

R =
v�
�

sin�θ

g
=
���

√
�

�

�

≈ ��/��m

pq*pp 3�Y� �(��') ,I-,, NE+

� �	� �B ��	G ��\�B ���� Z�� �� %*.�  ������ �6 %/B :1 "���� E� �� $�$ ,,-,, ����
=���� 3?� :1 I0� V�� U�SB��

*R = H ⇒ v�
�

sin�θ

g
=
v�
�

sin� θ

�g
⇒ tan θ = � ⇒ θ ≈ ��

o �'( -0�

?#��%�� \���H ������
���'P ���1 #��� 	U �� �� �	!� X��') G.�8 &����� �� ���'� �M �( ��A��( �� ?��	��� R�

F &�'�� M #��� I'U � m ?��	��� I'U #�( �� -
� �� ���( #�	�� ��	!� ;��'P �	��8
^��� ��'8'( '�� �$�(��

F = G
mM

r�

�( �(5�U �� ?��	��� �	M *��� #��� =�'� �� ?��	��� �%4�2 r � ?�	( ;��'P ��	!� �(�f G ��
,) -
� �� ��'2 a X��+

ma = −G
mM

r�

�� ?�	( r′′ = −G
M

r�
NE�( ����9� #�� a = r′′ &���( *G�
� �� 'D
2'4 �	� ����L� �� �

�+	� ��	� �� O(�	� ���'� 7��� ��  ��� t �� NL�A�

r′′ =
d�r

dt�
=

d

dt
(
dr

dt
) =
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�( ��'(�'( ?��� I�"�� �� &��� ?$��-��  -
� �"(�U x ��-L!( �� �!AU -��	�( F &�'��

W (j) = F (N) · x(m)

]C��G�L�A� ��	K( �.�"(�U ��� #E!� ��� *�	( -��	1 j 3�� �A> '( &�-� ���!� ��� �
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�( ��'(�'( 3�'���� N4�> � ��+�� �	U� O(�� ����	�) �� W =

∫ x�

x�

F (x)dx 3�'����

∫ x�

x�

F (x)dx = −V (x)
∣∣∣x�
x
�

= V (x�) − V (x�)

��	� �� ��@
U &�'�� ��'��[� �� ?��F��� �( *G���� fD� 0!D���@ &w ��* ��� �� V (x) O(��
^�+	�

�

�
mv�

� − �

�
mv�

� = V (x�) − V (x�)
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��

�

�
mv�

� + V (x�) =
�

�
mv�

� + V (x�)

�(�f ?��	!� GAU N�A���) � ��@
U &�'�� b	!"� x� �( x� ��E� �� GAU �.�"(�U �Z �
9�
� ?-���� fD� �1!��1� &w ��* �� �(�f ��-L� #�� *G���� &w��* &�
� '��_ �'�0 � -��� �� �8�(

��-L� *G��� �� ���� E �(

E = Ec + V (x)

*���� �4�1 ��!�� I	���	� R���E� � &'D� R�=�2 ��
3	@8 ��	� � ?-+ ��1�
+ &�'�� &�L( �	��8 � ��� &�
� '��_  �	��8 �� R��J� R�=�2 ��
-
�0'2 R� �Z ��>  ��� �� #�( �� �� � -�0 �� �	U� �( �� ?���  I'U &�L( �	��8 7@Z *�	(
*Ipmvn 3�� �� *��� �(�f ?��	!� -
�0'2 �0 �� ?-

� ��'+ ��	� I'U �$�	!"�  ����!�+
�� ��	� �� �� &�'��  �	��8 #�� 7@Z '( *�+�� IJ�� �� &�'�� &�L( �	��8 �=��	/!%� �	2

*�'� 7%1 �� �	(�� �'�0 ��	� �!� ���  �'� N�-@� '��� ��	4 �( ���	4

g-/W 8'� A�����
�( &� �%�� &�/��� �( � ?�	!� ��=��0 �0 &�/��� �( �� m I'U �� -�'��( 'D� �� �� ����0
G��'� ��� � y'
� ;���9� O�� �� α ?$��-�� �( �� ���0 *��� ?-+ ��A( =�M�� I'U �( l 3	Z

*G�
� :�'�� �� ���0 ��'> �� G�%��� �

?��� ���0 ����	� ��'> .,-,, NE+

 -�'( θ ��9�� �( ���0 t ���� �� -9( � ?�	( ��'> b�'+ �$ ���� α 'P� tp*ppNE+ 7(���
� v� = �gl(cos θ − cosα) �� � �

�
mv� = mgl cos θ − mgl cosα &�'�� &�L( N4� 7@Z

Hermann Ludwig Ferdinand von Helmholtz(�	��− �	��)�
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^-�� �� �"��� �� v =
ds

dt
= l

dθ

dt
�+	� -��( s = lθ �	M

�

�
l�(

dθ

dt
)� = gl(cos θ − cosα) (‡)

G�A�	� �� t �( �@A� ����9� N> �(

dt = −
√

l

�g

dθ√
cos θ − cosα

� T =

∫ T

�

dt ,) -+�( ���0 N��� X��
� ?��� R� T �� G�'�P

T

�
= −

√
l

�g

∫
�

α

dθ√
cos θ − cosα

��

T = �

√
l

g

∫ α

�

dθ√
�(cos θ − cosα)

�E
�� �'2 �( �(cos θ− cosα) = sin�
α

�
− sin�

θ

�
�� �"�0 �� � ��� α �( ��A(�� T ��-L�

���@� ��'� ?��� �( � �
�

cos
θ

�
dθ = sin

α

�
cosφdφ �0 N�A��'F�� � sin

θ

�
= sin

α

�
sinφ

^G���� S�(

dθ =
�k cosφdφ

cos θ
�

= �

√
k� − sin� θ

�√
�− k� sin� φ

dφ

�+	� ��	� �� k = sin
α

�
�'2 �(

T = �

√
l

g

∫ π
�

�

dφ√
�− k� sin� φ

= �

√
l

g
F (k,

π

�
) (∗∗)

�0 �� �

F (k, φ) =

∫ φ

�

dφ√
�− k� sin� φ

G���� (‡) �� &'��L��� �( *����� I�� >�* x� &�!� >*�Z��* � ��� φ � k �� �9(��

�

�
l�(�)(

dθ

dt
)(
d�θ

dt�
) = gl(− sin θ)

dθ

dt

�� ��+���@ B:) ��� ��� ��	
� ����� 5�

E(k,φ) =

∫ φ

�

√
�− k� sin� φ dφ

"
)� ����D+ #3 ����� � 
���:) #3 #��% �+��
D� Z��+ �� �6 1��G�)� �� E) �� -�� �
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�� d
�θ

dt�
+
g

l
θ = 
 ,) sin θ ≈ θ RM	� �2�� �-L( &−θ &�'( l(d

�θ

dt�
) = −g sin θ ��

NE+ �( �(�	U

θ = C� sin kt+ C� cos kt

� C� = α � C� = 
 ,`� dθ

dt

∣∣∣
t=�

= 
 � θ(
) = α �$ ���� w�'+ �( *k =

√
g

l
� ����

*T = �π

√
l

g
,`� �π =

√
g

l
T �� �A���@� �0 X��
� ?��� � θ = α cos

√
g

l
t ���'�
�-(

*-�� �� �� �"��� #�!� (∗∗) �$ ���9� =�� k sin θ ≈ 
 �� RM	� &−θ &�'(

� B-,, �	
��

'P� *G�
� �� ��� &'�� tq b�F��� �� �� I'P �

 � I'P �

 &�� I'U �( GAU �� |p
�����'> '( 
/�� � 
/� ���'�( ��'� �( GAU �� #�� ��'� '( �	� ����L� &�'��
��'L� �� ^�.�!
���} -��� -
��	1 #��� �( ����� yJ�1� �M �( GAU �� #��  -
� �@%�

*|-�
� ?��F��� eε ≈ �+ ε+
�

�
ε�

�@�'L� &��-L� -���	� �� ��0 ���� �-LM -> ��'� �( GAU �-��� &�'( I�S ���� |t
�-�
� #��9� �0 &�'(

*-
� �� =�'� ��/P��  -��� �� ?��U 3	Z �� ���� '( '��	%�� mq ��'� �( �� &�?-
��� |r
-
� &'�P	%U �	���� ��'> �� �	���� ��� '(�'( ��/M &��A� �.�'�� �( =�'� &�'�� 'P�
�M N��� x8	� �� =�'� �$D� �� �	���� ��	+ x8	�� �	���� �� -�� �� 3	Z �-LM

*�	!�) -��	1 �� ��2�A�

���
�� �.�'�� �( �� �	+ �� X��') ���� �� v� �$ ���� ��'� �( &���	%P -�
� �'2 |v
�(�f � ?�	!� BC�� �� ��	%P ��'> *-
� �� �9��!� �0 ��'> �� ��'� O('� �(
v = v�e

−αx �
9� -
� �� 3�=� �.�!� �	�(  �0 x ��E� '��[� �( ��	%P v ��'� -�
�
*��� �@Y� ��(�f α > 
 ��

��'� �( � ?�'� ���	� �� �
�� � ���C� �( ��C� R� �

ft
s

��'� �( &���	%P |s

��'� �9E� �( ���
�� �.�'�� �( ��C� -�
� �'2 *�	+ �� ���1 �0 �� �

ft
s

*-
� �	@� ��C� �� ��	%P �� -�� �� 3	Z �-� �M *-
� �9��!� �0 ��'> �� ��	%P

���
�� �	� ����L� � ���� ���0 w	L� h b�F��� �� ;��'P '�f�� �� m I'"( �!AU |u
&����  �D� '� �� GAU ��'� -��� ���� *-
� �� �@%� ;��'> '( ��'� O('� �(

-�
� �(�f =�� � ?�	( h �( �A(�� ��(�f k �� ��� v =
√
mg

k
tanh

(√gk

m
t
)

3	�'2

* lim
t→∞

v =

√
mg

k
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&�'(��� {	� �$ ���� ��  72� �( �@A� �
o �$ ���� �� �

m
s

�$ ���� ��'� �( &���	%P |n
&��%4�2 �M �� � �	( -��	1 �	� �� �-� �M ��	%P *�	+ �� R�%+ �+� R� �� O8��

�-��� -��	1 #��� �( X��') N� ��

*�	+ �� ?�	�P ;�0 |'�� tt*ppNE+} �`� R� #�.�) �� O8�� &��-�� ?��`!1 '�
� �� |m
��	%P &� ����� �M ��  -+�( v� ��	%P �$ ���� ��'� � ��1�� 72� �( α ����� �`� ��+ 'P�

���	C( y-� �( �� �	+ R�%+ �A��( ��

�	+ �� R�%+ ?���� N� �� ��	%P ..-,, NE+

� ?�	!� #�=���U v� = �

m

s
� α = �


o  b = �
  a = ��
 �( �� �%�A� ����'F�
*-�(��( �� X�	U

����L� &�'�� 'P� *�	+ �� X��') 72� �( �@A� θ �$ ���� �� v� �$ ���� ��'� �( &��(��') |o
�S��9� -
� ����L� |�L2� ��	K(} Fx = −�v�x '(�'( �(��') ��'> '(�'( �� �	�

*-�A�	
( �'�0 '�A� �$ ���9� � �(��') ��'>

?�� �� =�'P ��'�  ���� #��� �

��
�\@� 'L� ��'U � �

��
�\@� 'L� ���9+ ?�� �� �'2 #�� �( |pq

*-��=( #�!C� ��

�A���@� ����f t �� ,) �0 ��'� � ?-+ X��') �<2 �( G.�8 �	�( &�?��	��� N��> R+	� |pp
*-�(��( 3�� ����f pqq �� �� R+	� b�F��� v(t) = �
t+ �


m

s
��

�$�L� �� Ǳ�-@� �� �� 3	Z �	� &�� #�	�� F (x) = �x� + �x − � &�'�� �( �!AU |pt
*��� ?�	( ��-L� �M GAU �E���E� &�'�� ��'��[�  �	+ �� �"(�U '�� x = �

X��') 	U ���1 �( G.�8 &����� �� v� �$ ���� ��'� �( #��� :�� �� �� m I'U �( �!AU |pr
���� ��2'P I�"�� ��� ��-L� �M *�	+ ��/
) -�� �� � ���1 	U �� �� G�
� ��

*�	+ �� ?-��� θ �$ ���� �� F �(�f &�'�� �( �L2� ��� &�� m I'U �( �!AU |pv
X��+ 3	�'2 � F =

μmg

μ sin θ + cos θ
-��� ����  -+�( :�� d�E�4� ��'� μ 'P�

 �	+ 3�!�� d �$ %4�2 �� ��'> b�'+ �$D� �� �'�� #�� 'P� *-�A�	
( �� GAU ��'>
O�8 F &�'��  ��'> b�'+ �� d �$ %4�2 �� 'P� *��� ?��� I�"�� GAU &�� ��� �-LM

*���A�� -��	1 ����� �M � ��2�A� �M �Z �� ,) GAU  �	+
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"L���L-� ���� ����
Ǳ�L���	1  �E�'�E�� ����L�  &'��( R� N��+ RLC ��-� R� &�'( �E�'�E�� ��-� R� &�=U�

^��� '�� g'+ �(  -�� ?-+ ��A( &'� �	�( �� ���1 �
�A> '( � ?�	( �	��'�� �� &'Z�( �� |V ��� �A> '(} E(t) �E�'�E�� 
��'� &�'�� •

*-+�( |�	��'��} '�[�� �� |&'��(} �(�f -��	� �� ����
�A> '( � -�A�� �� ���'U �	@� N(�L� �� |Ω G�� �A> '(} R �E�'�E�� 	����L� •
*-���� ;��� ER = RI ?$��-�� �( �� ��'� &�'�� ��-L� G�� �	��8 7@Z � -+�( �� �(�f ����
���'U �	@� �( � ��� ��) G�� R� �� |H &'��� �A>'(} L ��Ǳ�L���	1 �� x%� •
�	1  Ǳ�L�� #�� *���� ���'U cF> �( N��!� � -�0 �� -�-) �A�Z�
[� Ǳ�L�� �0 �� �E�'�E��
���'U �	@� ��-L� �( ���A( �F��C� #�� � ?�	!� ����L� EL = L

dI

dt
?$��-��( ���'U N(�L� ��

*�+�� -��	1
*��� �E�'�E�� &����( ?'�15 &�'( &��	� �F4 �� �� |F ����2 �A> '(} C �����1 •
N(�L� �� �	1  ���1 ��F4 &�� '( �-+ O!U �( -
�A� �/��'�E�� ��!� �� Q �E�'�E�� ��(

�E�'�E�� ���'U ��!� �E�'�E�� ��( �	@� ��-L� *-
� �� ����L� EC =
�

C
Q ?$��-�� �( ���'U

*-+�( �� |C #�	� �A> '(} I =
dQ

dt
'(�'( � ?�	( '�[�� ���� �A> '( �6� � ���

���1 � x%� � ����L� N��+ �E�'�E�� ��-� ./-,, NE+

d-�� �� ,) �� -
� �� '��[� ���1 � x%�  ����L� 'K
� �� '� ]�	� �E�'�E�� ���'U ��-L�
���( �� ��� ��x/+'� �	��8 7(��� �D� '� �� ��-L� #�� � -+ -��	1 ��@Y� ��-� �� �����

�6� y�+* �ui 7$*�� ��D� $*	� F� &*J�* �6��� &����!� &�9� ���z -
� ��

E − ER − EL − EC = 


Emf − Electromotive Force


Resistor	

Inductor��

Capacitor��

Kirchhoff Law��
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^�	( -��	1 '�� ��	K( ��-� ���'U �$ ���9� ��	!� ?��� � &��6���U �( ��

RI + L
dI

dt
+
�

C
Q = E(t)

���'U ��	� �� fav =
�

b− a

∫ b

a

fdt NE�( |s*pq�%��} O(�� R� ]�	�� ��-L� 3	�'2 ��
*G�
� �� x�'9� #�
M �� O(�� R� 'f	� ��-L� #�
h!� *�	!� �@��� ��-� R� �� �� ]�	��

feff =

√
�

b− a

∫ b

a

f�dt

?��	!� ��	
�� ���'U �( ��-� R� �� � ?��� ���� =�� IRMS �( ���P �� Ieff ��-� 'f	� ���'U
*��� ��'8'( IRMS =

Imax√
�

�$�(��

������� [
,�] "���� �� �� I(t) = �

 sin πt ,��	� ���B 	+�
 � (&�5
 ���7
 ,.-,, ����
^G�A�	� �� ���'U 'f	� � ]�	�� ��-L� 3	�'2 �� ?��F��� �( -0�

Iav =
�

�− 


∫
�

�

�

 sin πtdt = −�


π

cos πt

∣∣∣�
�

=
�



π
≈ ��/�� A

Ieff =

√
�





�− 


∫
�

�

sin� πtdt =

√
�




(
t− sin�πt

�π

)∣∣∣�
�

≈ �
/�� A

#��'(�
( � Imax = �

 �� ��� BC�� ���'U O(�� ��

IRMS =
Imax√
�

=
�
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≈ �
/�� A

RL #�"� ������
�	�( �� x%� R� � �E�'�E�� ����L� R� � �(�f ����� �( ��6[� O@
� R� N��+ &��-�
���'U �-+ G���	1 �� G��� �� �� -�%� �� &��D� �� *-�'��( 'D� �� �� -�� ��2'P ��'8 &'�

*-�(��( ���� �A> '( �� �%4�>

RL ��-� .B-,, NE+



*��!�+� ,� 	-����&�' �� ��� �CV

NE+ 7(��� L Ǳ�L���	1 x%� � R �E�'�E�� ����L� � V �(�f �$ �6[� O@
� &���� ��-� G�'�P
'( ���'U O(�� I(t) 'P� *|tv*ppNE+} ��'P �� ��'8'( ��-� �� ���'U  K -�%� ��� �( �� ?�	(

^G���� x%� � ����L� '� �� N�A���) yJ�1� O!U '(�
(  -+�( t ���� �A>

RI + L
dI

dt
= V

^-�� �� �"��� �� '�� 3�� �@�'� �$ ���9� ��

dI

dt
+
R

L
I =

V

L

Ie
R
L

t =

∫
e

R
L

t V

L
dt + C ��	!� X�	U ,`� � e

∫
R
L

dt
= e

R
L

t ��A��'���� N��� #�2�� �(
^G�'�P �� �"���

I =
V

R
+Ce−

R
L

t

C = −V
R

&'����'���� �(�f � I(
) = 
 �6� ��� 'F4 ��-� ���'U  -�%� N4� �$D� ��
�� �A���@� �4	K1 X�	U �6� � ?�	(

I =
V

R
(�− e−

R
L

t)

RL G�L�A� ���'U ��-� �� ���'U �

� .C-,, NE+

�4 �� -�0 -��	1�� I =
V

R
NE+ �( a	2 O(��  ��-� �� x%� y6> �( Q�1 ���> ��

*-
� �� -���� �� G�� �	��8

��f� �mH ]O& � ��Ω %
��7
 E� M��V ��ouB �*�
 ;
��  ���
 �� ,/-,, ����
t = �μs �\/$ �� �� ,��	� ���7
 )��v�� � ,��	� 3O� �$��4
 ���O�5
 ��ouB �*�
 ��  	&

�������
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I =
V

R
(�− e−

R
L

t)

I =
��

��
(�− e

− ��

�×��−�
t
)

I = �(�− e−����t)

*-�� �� I( �

�
�
) = �(�− e−����×

�

��� ) = 
/
��A �( ���'U ��-L� 3�� ����f� 'E�� v ��

RC #�"� ������
R� � �E�'�E�� ����L� R�  �(�f ����� �( ��6[� O@
� R� N��+ �� ����> �� �� ��-� �	
��
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Chronos '��� � Brachistos -���6�+� �)�)� �� Brachistochrone��
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^G�'�P �� �"��� �

�

va

x√
a� + x�

=
�

vw

c− x√
b� + (c− x)�

T ′′ > 
 w'+ ���'( *G���0 �� ��-( �� sinα

va
=

sin β

vw
�AE+ �	��8 �� ��0�+* �	��8 �

N4� �� �0 � -+ x�� ��'2 ]�	� *Ipusn �� ��@f� #�� ?$-�� *��� ���'( N(�8 ��>�'(
*-���� ������ #�'�!�

B �� A Z�L� #�( '�A� #�'����	� ;��!�) /M-,, NE+

*�	( -��	1 G�L�A� '�A�  '�A� #�'�/( � α = β ,) -
+�( �E� ]�� �� 'P� �� ��� :���

��Y. ]�+5-� ������
�	� &�� &� ��L� �� G�'�P *��� &���� �

� ��	K( &� �
�0 NE+ G�
� �� �'2
-�	+ ,E9
� �	� �( &��	� ��/U �� �	� &�/��9+ � ?-�(�� �
�0 �( &�	� F I�� �( �����

*-+�( �!/� �A��( �� �

� #�� NE+ G��� �� ���� *|rp*ppNE+}
;(�� �$�L� � ?-+ N4�> ��−x �	� 3	> y = f(x) �

� ����� �� �

� #�� G�'�P
?-�(�� �
�0 �� M(x, y) �$�L� '( F Ǳ�-@� �� �	� b�9+ '� *G�'�P �� 'D� �� ��K�C� Ǳ�-@� �� F
��E9�� �� �"�0 �� *�	+ �� ��� �
�0 �� MA &����� �� � ?-+ ,E9
� ��−x �	� &��	� �

Snell Law��

Fermat′s Principle of Least T ime��
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���'�( β � α ,)  �	+ �� ?-�"
� :�� '( ��!� ]1 �( �@A� R�=�2 #���	8 7@Z b�9+
�� -�� ��	� �� ��>�'( NE+ �� *��� α = β [�1P�* '��_ 7@Z � ?�	( X����( � ;(�� &�����

^G�A�	� �� ��!� '(�'( �� �@A� �� �� tan θ = tan�α #��'(�
( � θ = �α ,) θ = α+ β

tan θ =
� tanα

�− tan� α

#��'(�
( � �

� '( ��!� ]1 ��+ α � ��� y
x

��+ '(�'( �0 ������� � ;(�� ]1 ����� θ ���
^G���� ����9� &��6���U �( �� -+�( �� tanα = y′

y

x
=

�y′

�− (y′)�

_�� �(} y′ �( �@A� �� �U�� �$ ���9� #�� N> �( *�	+ �� N4�> y(y′)� +�xy′ − y = 
 ��

�� y′ =
−x±

√
x� + y�

y
G���� |����

ydy + xdx = ±
√
x� + y�dx

&��6���U ,`� � xdx+ ydy = udu �0 N�A��'F�� � x� + y� = u� #����U '�[�� �'2 ��
&'����'���� �( du = ±dx �� udu = ±udx G���� N�A��'F�� ����9� ��∫

du = ±
∫
dx

�( ����9� #�� ��'� ?��� �� *x� + y� = (±x + C)� #��'(�
( � u = ±x + C G�A�	� ��
�( �!/� R� �$ ���9� � ?�	( ��'F� f(x) O(�� �� G��� �� y� = �Cx + C� ��	!� X�	U

*��� Ǳ�-@� �� ��	���

�/�	Z �	� &��	�  �
�0 ��	� ��E9�� �� ,) F �-@� �� ?-+ ���1 	�') /,-,, NE+
*-
� �� ��'>



*��!�+� ,� 	-����&�' �� ��� �TV

!�i�R� ������

3��9� ��9�� �( w	('� ��A�� &��	��� *���� �	U� �	��	) � �
��A�� &	��� b	� �� ��K�8� ��
'��[� ���� �( �@A� �� ��� ��S�> ��	) &��	��� � ?-+ ?-�"
� Q�1 ���� R� �� �� ���
�� ���=�� '( &��'�[�� � ���=�� �� &��'�[�� ���� �	U� '�[�� b	� �� ��	��� �� �2'Z �� *-
� ��
	��� &�'( � ?-+ �@��� 	��� �� ���1 �� �=�� '( &��'�[�� #�� *-�	+ �� �'2 #�9� �-�(� ��
� -�'�[�� ���� �( �@A� � ?�	( 	��� ����� &��'�[�� �=�� �� &��'�[�� *-�	+ �� �L%� �(�f

*G�
� �� ���( �� &��K�8� 3-� -
M �	
�� *-
+�( �=�� '( �(�f &��'�[�� �� �9(�� �A��( ��
I  ��-�� ,) s -�'��( ^-
� �� ���( �� '�� &	��� ������� *&� ^��$���� 'Y6 &ZU*
^-�'��( �� '�� &	��� � -
+�( ���� �� �9(�	� � ?�	( �=�� �� &��'�[�� -�0�� y � &��6P ����'�

s(t) = αy(t) ��� -�0�� �( ���
�� ��-�� ,)

I(t) = β
dy

dt
��� -�0�� '��[� �'� �( ���
�� &��6P ����'�

s(t) = I(t) ��� ��-�� ,) �( '(�'( &��6P ����'�

y(
) = y�

α > 
, β > 


*��� ����� w'+ y� � �=�� '( β � α �0 �� ��
αy(t) = β

dy

dt
G�A�	� �� #�
M �� I�� �$ ���9�  I	� � 3�� �S��9� 7@Z  	��� N�%� &�'(

#�2'Z �� &'����'���� �( � dy
y

=
α

β
dt G���� &����-U �( ��

∫ y�

�

dy

y
=

∫ t

�

α

β
dt

*s(t) = I(t) = αy�e
α
β

t #�
h!� � y(t) = y�e
α
β

t ���'�
�-( �
�� �.S�� �!�8 3��9� &�'( �� '�� &	��� ��,���� *�U ^��{�*�* ��!_ 0�	P &ZU*
'�� ](�� � � ?�	( ���� �� �9(�	�  ��'� s � �!�8 p  ���L� d 'P� *-
� �� ���( Q�1 &����(

Static�


Dynamic�	

Endogenous��

Exogenous��

Domar Macro Model��

E.D.Domar��

Evance Price Adjustment Model��

G.C.Evance��
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^G�+�( ��+�� ��

d(t) = α� + β�p(t) ���L� O(��

s(t) = α� + β�p(t) ��'� O(��
dp

dt
= κ(d− s) ��� �2��� &���L� �( ���
�� �!�8 '��[� �'�

β� < 
, β� > 
, κ > 
 (∗)

&�'( 	��� �� ��� #�� �	+ �� ?-�� ����1 &���L� � ��'� O(�	� �( ��	) &	��� #�� �� �h�0
'D� �� d− s ��&k 'A� �( ���
�� ��	�( �� ���� ->�� �� �!�8 '��[� �'� �� ��� �� ��E( �.S��

*�2'P
^G���� � ?��� ��'8 I	� �$ ���9� �� s � d &�"( I�� � 3�� �S��9� ��  3-� N�%� �/U

dp

dt
= κ(α� + β�p− α� − β�p)

dp

(α� − α�) + (β� − β�)p
= κdt∫

dp

(α� − α�) + (β� − β�)p
=

∫
κdt

�� �A���@� 3�'���� #�� N4�> �

p(t) = Ceκ(β�−β�)t − α� − α�
β� − β�

α� + β�pe = α� + β�pe -+�( 3��9� �!�8 pe 'P� � ?�	( d = s ����( 3��9� �$�L� #�2�� &�'(
�� �A���@� �!�8 O(�� � pe = −α� − α�

β� − β�
,)

p(t) = Ceκ(β�−β�)t + pe

���'� #�-( *C = p� − pe ,`� -+�( p = p� �!�8 t = 
 �� �E
�� w'�(

p(t) = (p� − pe)e
κ(β�−β�)t + pe (∗∗)

,`� κ(β� − β�) < 
 �� �"�0 �� (∗) w�'+ �( �U	� �( �2'Z ��

lim
t→∞

p(t) = lim
t→∞

(p� − pe)e
κ(β

�
−β

�
)t + pe = pe

&��	) �!�8 ����'+ �M �� ��� *-��� -��	1 3��9� ���> �( S�� �!�8 ���� 3	Z �� �
9�
�� *-
��� ��	) �!�8 �
&��-��) �� ��4�1 #�� �-+ -��	1 pe ����9� �!�8 �( �'�!� p(t)

Linear Demand and Supply��

Shortage��

Stability�
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���L� �

� ��+ � β� > 
 ��'� �

� ��+ �� -�2� �� a�F�� ��8� �/
� ���> #�� O8��
*-�'� �	1 3��9� �( ����( �!�8 ?��h�� ��� #E!� '��� �S�> �� � -+�( β� < 


��-L� #��9� �%�A� �� �� s � d O(�	� ��	� �� ��>�'( (∗∗) ��-L� &��6���U �( �E
�� �/��� ��
*�	!�

P�B	5� s = � + �p � d = �� − �p MR���� %��' ;��4B  �i$� �� 	G� ,I-,, ����
,�
�B �& %��' t = � �� � ,�
�B E� h�� %��' t = 
 �� � ����� 3>h��  �^�7B � �^	

������� ����� A��4B �� �� h��  �^�7B � �^	 � %��' ���B ����
dp

dt
= κ(��− �p) G���� d − s = ��− �p− � − �p = ��− �p �� �"�0 �� -0�

� dp

��− �p
= κdt �6�

∫
dp

��− �p
=

∫
κdt

?��� ��−�p = e−�kt−�C ��	K( � ��� −�
�

ln(��−�p) = κt+C 3�'���� N4�> ��
�� G�(�� �� #�
M ����� w�'+ �� C � κ &�/�(�f ��'� �-�) &�'( *�	+ ��{
t = 
,
p = �.

⇒ ��− � = e−�C ⇒ C = −
/��{
t = �,
p = �.

⇒ ��− �� = e−��κ+�/

 ⇒ κ = 
/
	

O(�� � �� − �p = ��/�e−�/��t G���� �� − �p = e−�κt−�C �$ ���9� �� &��6���U ��
�!�8

p = −�/	�e−�/��t + �

�� -
���@� ���L� � ��'� ,) *��'P �� N4�>

d = �/	�e−�/��t + �	 , s = −��/��e−�/��t + �	

�!�8 �� �� ��� ���	� lim
t→∞

p = lim
t→∞

���e�/��t +� = � ����( 3��9� �$�L� �� ��� :���
*�	( -��	1 '�S�( �!� ?-+ ��'�

�E��
M ��� Q = f(P ) &���L� O(�� #�2�� y-� ^%V6 '�� �)P� �� �#�
 ��� �� 9+���
� ?�	( −k '(�'( � �(�f &� ��L� ;�� �E
�� '� �%� *-+�( Wp ���L� &� ��L� ;�� ?��	!�

*��6�( (�,�) �$�L� �� ���L� O(��
G���� ε = −� &�'( �� ε =

dQ

dP

P

Q
�� �A���@� ���L� &� ��L� ;�� 3	�'2 -0�

'��%� *��� ��	�6� R� �$ ���9� � Q =
C

P
G���� #�2'Z �� &'����'���� �( � dQ

Q
= −dP

P
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�� &'����'���� �( � dQ

Q
= −k dP

P
G���� � −k =

dQ

dP

P

Q
,`� -+�( ε = −k 'P� �E
��

#��'(�
( � ?�	( C = � -��( ��6�( (�,�) �$�L� �� �E
�� &�'( ����9� � Q =
C

P k
G���� #�2'Z

*Q =
�

P k

� H-,, �	
��

&���L� � ��'� ���'�( s = �+ p � d = �− �p  ,���� �!�8 N�-9� &	��� �� 'P� |p
� �!�8 O(�� -+�( ���	� �� �!�8 t = � �� � ���	� � �!�8 t = 
 �� � -
+�( �.S��

*-�(��( �� ���L� � ��'�

&�'�) (∗∗) 3	�'2 �� �A��( �� ����( �!�8 �� -+ �"��� ,���� �!�8 N�-9� &	��� �� |t
�-��� &�'( #E!� ���� #�'� R��=� |sq�pp*o#�'!�} eε ��'L� �� ?��F��� �( *-��!�

*-�.�!� #��9� �� ����( 3��9� �!�8 �(

��	K( ���L� ;�� �� &�	�( Q = f(P ) &���L� O(�� #��9� �A(	%�� |r

EQ

EP
=

−�P − �P �

Q

*-+�( Q = �
 � P = �
 �� �'2 #�� �(  -+�(

^-�'��( 'D� �� �� '�� &	��� |v

ĉ(t) = gŷ(t)

Î(t) = bŷ(t)

dŷ

dt
= a(ĉ+ Î − ŷ)


 < a, b, g < �

�0 ����9� '���L� �� -�0�� � &��6P ����'�  y'K� y�'�� ��-L� ŷ � Î  ĉ �0 �� ��
�A(	%�� *��� y'K� O(�� c �� ĉ = c(t) − ce G���� J\ Y� *��� ye � Ie  ce �
9�
*-�
� H( &��-��) ]��'+ �� * y(
) = y� G�+�( ��+�� �E�0 �'2 �( -�0�� O(�� #��9�

-+�(�� '�� ��	K( �%� ��-( � �%� -�0�� #�( �$�(�� :�'�� &�'( ����� ��-( &	��� |s
dD

dt
= αy(t), D(
) = D�

dy

dt
= βy(t), y(
) = y�, α, β > 


-
� �� N�� ���/
�( �!A( t �� ����
� D

y
�@A� -> -�
� �(�f � ?�'� N> �� 	���

*��� α
β

'(�'(
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���� jD' )�-�R A�����
,`� -

� -��	� �� C ?$��� � ?-+ ���'� G� �( B � A ��	� 'P� �� -
� �� ���( ��'U ;
� �	��8

*��� ���
�� �D� '� �� B � A �� ?-��� �8�( '���L� X'<%4�> �( C ��-L� '��[� ��=��
I'P b �( A �� I'P a ,`� *-+�( �	U	� �-�(� �� B ?$��� �� I'P β � A ?��� �� I'P α G�'�P
-+�( I'P x &��A� t �$D� �� C ��-L� 'P� *-��!� -��	� �� C ?��� I'P a + b � ���'� B ��
α− a

a+ b
x ��-L� t �$D� #�� �� *��� B �� I'P b

a+ b
x � A �� I'P a

a+ b
x N��+ C ,`�

��'U ;
� �	��8 7@Z *��� ?-��� �8�( B �� I'P β − b

a+ b
x � A �� I'P

dx

dt
= k(α− a

a+ b
x)(β − b

a+ b
x)

,`� *��� ���
� �(�f k �

dx

dt
= k

ab

(a+ b)�
(
a+ b

a
α− x)(

a+ b

b
β − x)

dx

dt
= k(r − x)(s− x) ,) a+ b

a
β = s � a+ b

a
α = r �'2 �( ���@� �-+ ?��� &�'( �

^G�A�	� �� ��'�[�� R�EF� �( �0 N> &�'( �

dx

(r − x)(s− x)
= kdt (†)

G���� #�2'Z �� &'����'���� �(
∫ x

�

dx

(r − x)(s− x)
=

∫ t

�

kdt

-�
� �8� *�	!� �@��� �� 3�'���� ��	� �� ���P�-U �	�( a = b � a �= b ���> �� &�'( ��
*x ≤ r, s #�
h!� *��� x = 
 ;
��� �AC� �$D� ��

3
 ��$�B �� C "���
 � "��� I���� 3
	� I�� ,���' Z*W B � A "���
 �� ,K-,, ����
��$�B C �� F	G ab � ��� I���� B �� F	G �b �� A �� F	G �Q ���7
 �7�'� w 3W 	G� �������

=��� ����9 ��76 ���7
 )�� �7�'� db 3W ���� "��
G���� (†) �$ ���9� 7@Z *-+�( t ���� �� ,) C ?$��� ?$-+ -��	� ��-L� x G�'�P -0�

dx

(��− x)(�
− x)
= kdt

��∫
��

�

dx

(x− ��)(x− �
)
=

∫
�

�

kdt
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?��� �( � k =
�

�


ln

(
�	

��

)
#��'(�
( � �

��
ln
x− ��

x− �


∣∣∣��
�

= �k &'����'���� �( ,`�
^G���� ���@� ��'�

∫ x

�

dx

(x− ��)(x− �
)
=

∫
��

�

�

�


ln

(
�	

��

)
dt =

�

�

ln

(
�	

��

)
*I'P rv�o �� �A���@� ����9� #�� X�	U �

� I-,, �	
��

'P� *-
��!� �� -��	� �� C ?$��� � ?��� ;
��� ��'U ;
� �	��8 7@Z B � A ?$��� �� |p
-��	� C �� I'P ps � -�� ;
��� B �� I'P sq �( A �� I'P pqq ��-L� �L�8� u �Z

*�	+ �� -��	� C �� I'P rt�r �L�8� tq �Z �� -��� ����  -+�( ?-+

�Z 'P� *-

� �� -��	� �� C ?$��� � ?��� ;
��� B � A ?$��� �� ��'U ;
� �	��8 7@Z |t
-+�( ?-+ -��	� C �� I'P s � -�� ;
��� B �� I'P vq �( A �� I'P sq ��-L� �L�8� r

�-��� -��	1 I'P pr �( ��-L� #�� �-� �M �Z

��-L� �-�(� �� *-
�� ;
��� B � A ?$��� �� ��� I�S C ?$��� -��	� &�'( -�
� �'2 |r
A �� I'P rq �( C �� I'P sq -��	� &�'( � ?�	( �	U	� B � A ?$��� �� '� �� I'P uqq
�� I'P psq  �L�8� uq �� ,) � ?��� ;
��� �� ��	� R
�� *��� ���� B �� I'P tq �
C ?$��� �� I'P x -��	� &�'( �� &� ��(�� ��'U ;
� �	��8 7@Z *��� ?-+ -��	� C ?$���
?$��� �� ��-L� �M �L�8� pqq �� ,) �� -�.�!� �@��� ��(�� #�� �� *-�(��( �L�8� t �Z
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� � �����

*�'� �9U�'� �/�0 �( ��	� �� I�=� ��	4 �� �� �� ���Y%Y� x%�C� &�� 3	�'2 � 3��-U

����� 
 �
 �� �
 	
 ��
 ��
 ��


sin 

�

�

√
�

�

√
�

�
� 
 −� 


cos �

√
�

�

√
�

�

�

�

 −� 
 �

tan 


√
�

�
�

√
� ∞ 
 ∞ 


cot ∞
√
� �

√
�

�

 ∞ 
 ∞

^�� O(� �� ���Y%Y� &�� �@A�

I�� O(� I	� O(� I��/M O(�

sin(π − θ) = sin θ sin(π + θ) = − sin θ sin(�π − θ) = − sin θ

cos(π − θ) = − cos θ cos(π + θ) = − cos θ cos(�π − θ) = cos θ

tan(π − θ) = − tan θ tan(π + θ) = tan θ tan(�π − θ) = − tan θ

cot(π − θ) = − cot θ cot(π + θ) = cot θ cot(�π − θ) = − cot θ

&��'�[�� �� q � p � b � a � x &��'�����) �( cot � tan  cos  sin ���Y%Y� &�� �@A� #�( ](�� �
^��� '�� ��	K(  -
�A� ?�	C��

sin� x+ cos� x = � |p}

tan x =
sin x

cos x
|t}

cot x =
cos x

sin x
|r}

tanx cot x = � |v}

tan x =
�

cot x
|s}

cot x =
�

tan x
|u}

�+ tan� x =
�

cos� x
|n}

�+ cot� x =
�

sin� x
|m}

sin x = ±
√
�− cos� x |o}

sin x = ± tanx√
�+ tan� x

|pq}



�UY

sin x = ± �√
�+ cot� x

|pp}

cos x = ±
√
�− sin� x |pt}

cos x = ± �√
�+ tan� x

|pr}

cos x = ± cot x√
�+ cot� x

|pv}

sin(a+ b) = sin a cos b+ cos a sin b |ps}

sin(a− b) = sin a cos b− cos a sin b |pu}

cos(a+ b) = cos a cos b− sin a sin b |pn}

cos(a− b) = cos a cos b+ sin a sin b |pm}

tan(a+ b) =
tan a+ tan b

�− tan a tan b
|po}

tan(a− b) =
tan a− tan b

�+ tan a tan b
|tq}

cot(a+ b) =
cot a cot b− �

cot a+ cot b
|tp}

cot(a− b) =
cot a cot b+ �

cot a− cot b
|tt}

sin a cos b =
�

�
[sin(a+ b) + sin(a− b)] |tr}

sin a sin b =
−�
�

[cos(a+ b) − cos(a− b)] |tv}

cos a cos b =
�

�
[cos(a+ b) + cos(a− b)] |ts}

cos p+ cos q = � cos(
p+ q

�
) cos(

p− q

�
) |tu}

cos p− cos q = −� sin(
p+ q

�
) sin(

p− q

�
) |tn}

sin p+ sin q = � sin(
p+ q

�
) cos(

p− q

�
) |tm}

sin p− sin q = � cos(
p+ q

�
) sin(

p− q

�
) |to}

tan p± tan q =
sin(p± q)

cos p cos q
|rq}

cot p± cot q =
sin(q ± p)

sin p sin q
|rp}

sin�x = � sin x. cos x |rt}

cos�x = cos� x− sin� x |rr}

cos�x = � cos� x− � |rv}



.-��/ �� ��� �V\

cos�x = �− � sin� x |rs}

sin� x =
�− cos�x

�
|ru}

cos� x =
�+ cos�x

�
|rn}

tan� x =
�− cos�x

�+ cos�x
|rm}

tan�x =
� tan x

�− tan� x
|ro}

cot�x =
cot� x− �

� cot x
|vq}

sin x =
� tan x

�

�+ tan� x
�

|vp}

cos x =
�− tan� x

�

�+ tan� x
�

|vt}

tan x =
� tan x

�

�− tan� x
�

|vr}

cot x =
�− tan� x

�

� tan x
�

|vv}

secx =
�

cos x
|vs}

cscx =
�

sin x
|vu}

^-�	+ �� ?��F��� ���P =�� '�� ���Y%Y� �@A� N�-@� -
M

sin(
π

�
− θ) = cos θ , sin(

π

�
+ θ) = cos θ

cos(
π

�
− θ) = sin θ , cos(

π

�
+ θ) = − sin θ

tan(
π

�
− θ) = cot θ , tan(

π

�
+ θ) = − cot θ

cot(
π

�
− θ) = tan θ , cot(

π

�
+ θ) = − tan θ
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��� ��� �
���
�� 3	�'2 #�� �� *-�
� �9U�'� �/�0 �( -���	� �� ���� ��	4 �� �� �� 7��� x%�C� &�� 3	�'2

*-
�A� �L�L> &��-�� =�� r � a *-�.�!� �'2 x �A>'( ?�	C�� �9(�� �� v � u

O(�� =⇒ 7��� |vn}

a =⇒ 
 |vm}

xr =⇒ rxr−� |vo}

ur =⇒ ru′ur−� |sq}
√
x =⇒ �

�
√
x

, x > 
 |sp}
n
√
xm =⇒ m

n
n
√
xn−m

|st}

n
√
um =⇒ mu′

n
n
√
un−m

|sr}

au+ bv =⇒ u′v + v′u |sv}

uv =⇒ u′v + v′u |ss}

uvw =⇒ u′vw + v′uw + w′uv |su}
u

v
=⇒ u′v − v′u

v�
|sn}

ln u =⇒ u′

u
, u > 
 |sm}

logu
a =⇒ u′

u ln a
, u > 
 ; a > 
 |so}

au =⇒ u′au ln a |uq}

eu =⇒ u′eu |up}

eau =⇒ au′eau |ut}

uv =⇒ uv(v′ ln u+
vu′

u
) |ur}

sin u =⇒ u′ cos u |uv}

cos u =⇒ −u′ sin u |us}

tan u =⇒ u′(�+ tan� u) = u′ sec� u |uu}

cotu =⇒ −u′(�+ cot� u) = −u′ csc� u |un}

secu =⇒ u′ sec u. tan u |um}



.-��/ �� ��� �V�

cscu =⇒ −u′ cscu. cotu |uo}

arcsin u =⇒ u′√
�− u�

, |u| < � |nq}

arccos u =⇒ −u′√
�− u�

, |u| < � |np}

arctan u =⇒ u′

�+ u�
|nt}

arccot u =⇒ −u′

�+ u�
|nr}

arcsec u =⇒ u′

u
√
u� − �

|nv}

arccsc u =⇒ −u′

u
√
u� − �

|ns}

sinh u =⇒ u′ cosh u |nu}

cosh u =⇒ u′ sinh u |nn}

tanhu =⇒ u′(�+ tanh� u) = u′sech�u |nm}

cothu =⇒ −u′(�+ coth� u) = −u′csch�u |no}

sechu =⇒ −u′sechu. tanhu |mq}

cschu =⇒ −u′cschu. cothu |mp}

sinh−� u =⇒ u′√
�+ u�

|mt}

cosh−� u =⇒ u′√
u� − �

, |u| > � |mr}

tanh−� u =⇒ u′

�− u�
, |u| < � |mv}

coth−� u =⇒ −u′

u� − �
, |u| > � |ms}

sech−�u =⇒ −u′

u
√
�− u�

, 
 < u < � |mu}

csch−�u =⇒ −u′

|u|
√
�+ u�

, u �= 
 |mn}
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*-�'�� g'�(  �	!� �9U�'� �/�0 �( ��	� �� I�=� ��	4 �� �� �� 3�'���� x%�C� &�� 3	�'2
&��-�� n � m #�� '( ?�J�  ��=2� �� ��� &'����'���� �(�f �� C �(�f ��	� �� 3	�'2 '� ��

*-�� �L�L> &��-�� r � b � a � �9�@Z∫
du = u |mm}∫
udv = uv −

∫
vdu |mo}∫

a dx = ax |oq}∫
xr dx =

xr+�

r + �
, r �= −� |op}∫

�

x
dx = ln |x| , x �= 
 |ot}∫

�

x− a
dx = ln |x− a| , x �= a |or}∫

eax dx =
eax

a
, x �= a |ov}∫

ax dx =
ax

ln a
, a > 
 , a �= � |os}∫

x√
a� − x�

dx = −
√
a� − x� |ou}

∫
�√

a� − x�
dx = arcsin(

x

a
) , a > 
 |on}

∫
�√

a� + x�
dx = sinh−�(

x

a
) , a > 
 |om}

∫
�√

x� ± a�
dx = ln |x+

√
x� ± a�| |oo}

∫
x√

x� ± a�
dx =

√
x� ± a� |pqq}

∫
�

a� + x�
dx =

�

a
arctan(

x

a
) , a �= 
 |pqp}∫

�

a� − x�
dx =

�

�a
ln

∣∣∣a+ x

a− x

∣∣∣ , a �= 
 |pqt}∫
�

a� − x�
dx =

�

a
tanh−� x

a
, a �= 
 |pqr}
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∫

�

x� − a�
dx =

�

�a
ln

∣∣∣x− a

x+ a

∣∣∣ , a �= 
 |pqv}∫
�

x� − a�
dx =

−�
a

coth−� x
a

, a �= 
 |pqs}∫
�

(x+ a)(x+ b)
dx =

�

b− a
ln

∣∣∣ x+ b

x+ a

∣∣∣ , a �= b |pqu}∫
�

x(x+ a)
dx =

�

a
ln

∣∣∣�+
a

x

∣∣∣ , a �= 
 |pqn}∫
sin ax dx = −�

a
cos ax , a �= 
 |pqm}∫

cos ax dx =
�

a
sin ax , a �= 
 |pqo}∫

tan ax dx = −�
a

ln | cos ax| |ppq}∫
cot ax dx =

�

a
ln | sin ax| |ppp}∫

secx dx = ln | secx+ tan x| |ppt}∫
secx dx = ln | tan(

x

�
+
π

�
)| |ppr}∫

cscx dx = ln | cscx− cot x| |ppv}∫
cscx dx = ln | tan x

�
| |pps}∫

sin� ax dx =
x

�
− �

�a
sin�ax |ppu}∫

cos� ax dx =
x

�
+

�

�a
sin�ax |ppn}∫

sec� x dx = tan x |ppm}∫
csc� x dx = − cot x |ppo}∫
�

sin� x
dx = − cot x |ptq}∫

�

cos� x
dx = tan x |ptp}∫

sinn x dx = − sinn−� x cos x

n
+
n− �

n

∫
sinn−� x dx |ptt}∫

cosn x dx =
cosn−� x sin x

n
+
n− �

n

∫
cosn−� x dx |ptr}



�VC
∫

tann x dx =
tann−� x
n− �

−
∫

tann−� x dx , n �= � |ptv}∫
cotn x dx = − cotn−� x

n− �
−

∫
cotn−� x dx , n �= � |pts}∫

secn x dx =
secn−� x tanx

n− �
+
n− �

n− �

∫
secn−� x dx , n �= �|ptu}∫

cscn x dx = − cscn−� x cot x

n− �
+
n− �

n− �

∫
cscn−� x dx, n �= �|ptn}∫

arcsin
x

a
dx = x arcsin

x

a
+

√
a� − x� , a > 
 |ptm}∫

arccos
x

a
dx = x arccos

x

a
−

√
a� − x� , a > 
 |pto}∫

arctan
x

a
dx = x arctan

x

a
− a ln

√
x� + a� , a > 
 |prq}∫

arccot
x

a
dx = x arccot

x

a
+ a ln

√
x� + a� |prp}∫

arcsec
x

a
dx = x arcsec

x

a
− a ln

∣∣∣x+
√
x� − a�

∣∣∣ |prt}∫
arccsc

x

a
dx = x arccsc

x

a
+ a ln

∣∣∣x+
√
x� − a�

∣∣∣ |prr}∫
sinh x dx = cosh x |prv}∫
cosh x dx = sinhx |prs}∫
tanhx dx = ln | cosh x| |pru}∫
coth x dx = ln | sinhx| |prn}∫
sechx dx = arctan(sinh x) |prm}∫
cschx dx = ln

∣∣∣ tanh
x

�

∣∣∣ |pro}∫
cschx dx = −�

�
ln

cosh x+ �

cosh x− �
|pvq}∫

sinh� x dx =
�

�
sinh�x− �

�
x |pvp}∫

cosh� x dx =
�

�
sinh�x+

�

�
x |pvt}∫

sech�x dx = tanhx |pvr}
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∫

sinh−� x
a
dx = x sinh−� x

a
−

√
x� + a� , a ≥ 
 |pvv}∫

�

sinh� x
dx = − coth x |pvs}∫

�

cosh� x
dx = tanhx |pvu}∫

sinmx sinnxdx =
sin(m− n)x

�(m− n)
− sin(m+ n)x

�(m+ n)
, m� �= n� |pvn}∫

cosmx cosnxdx =
sin(m− n)x

�(m− n)
+

sin(m+ n)x

�(m+ n)
, m� �= n� |pvm}∫

sinmx cosnxdx = − cos(m− n)x

�(m− n)
− cos(m+ n)x

�(m+ n)
, m� �= n� |pvo}∫

eax sin bx dx =
a sin bx− b cos bx

a� + b�
eax |psq}∫

eax cos bx dx =
a cos bx+ b sin bx

a� + b�
eax |psp}∫

xn sin ax dx = −�
a
xn cosx+

n

a

∫
xn−� cos ax dx |pst}∫

xn cos ax dx =
�

a
xn sin x− n

a

∫
xn−� sin ax dx |psr}∫

xneax dx =
�

a
xneax − n

a

∫
xn−�eax dx |psv}∫

ln x dx = x ln x− x |pss}∫
(ln x)n dx = x(lnx)n − n

∫
(lnx)n−� dx , n �= −� |psu}∫

xn ln(ax) dx =
�

n+ �
xn+�[ln(ax) − �

n+ �
] , n �= −� |psn}∫

xn(ln ax)m dx =
xn+�

n+ �
(ln ax)m − m

n+ �

∫
xn(ln ax)m−�dx|psm}∫

�

a+ b sin x
dx =

�√
a� − b�

arctan
a tan x

�
+ b√

a� − b�
, a� > b�|pso}

∫
�

a+ b cos x
dx =

�√
a� − b�

arctan

√
a� − b� tan x

�

a+ b
, a� > b�|puq}

∫ √
x� + a�dx =

x

�

√
x� + a� +

a�

�
ln(x+

√
x� + a�), a �= 
|pup}∫ √

x� − a�dx =
x

�

√
x� − a� − a�

�
ln(x+

√
x� − a�), a �= 
|put}
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∫

�√
x� ± a�

dx = ln(x+
√
x� ± a�) , a �= 
 |pur}

����
� �����	 ����

α A �F�0 , ι I ��	� , ρ P ��
β B ��( , κ K �)�� , σ Σ �!���
γ Γ ���P , λ Λ �-�S , τ T ���
δ Δ ���� , μ M 	� , υ Υ �	%�A)��
ε, ε E �	%�A)� , ν N 	� , φ, ϕ Φ �2
ζ Z ��� , ξ Ξ &�A� , χ X �M
η H ��� , o O ��'E���� , ψ Ψ &�A)
θ Θ ��� , π Π &�) , ω Ω �����

π = �/����	������	�	���������������	� · · ·

e = �/�����������	
�������
����������· · ·
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��	� �������
O!U  �@Y� + plus, add, positive

7�'F�  �F
� − minus, less, negative
�� X'� × multiplied by
'( G�AL� ÷ divided by

�( ��� &��A� = equals
�( 3��9� ≡ equivalent
�( �(���� ∼ similar

�( ��'(�'( �@� 'L� ≈ approximately
&��A��� �= not equal
�� '�P�=( > greater than

�� '�EM	� < less than
'�!���  &��A� �� '�P�=( ≥ equal to or greater than
'���(��  &��A� �� '�!� ≤ equal to or less than

I�� ���� √
square root

I	� ���� �
√

cube root

I� −n ���� n
√

n− th root

�F
� �� �@Y� ± plus or minus
�@Y� �� �F
� ∓ minus or plus

�( ��� ���
�� ∝ proportional to
N�A��'F�� d differential

-�� W �.=U 7��� ∂ partial differentiation
3� W J(�� ∇ nabla

b	!"� Σ the sum of

H%Y� � triangle
&���L� X'� · dot product
&���'( X'� × cross product

�� �!AL(  �� �A���@� : is to, divided by

e
) ��	�( ;+ �
�

� to the power of �

n ��	�( a an n− th power of a
N��	���2 ! factorial
���/� �( ∞ infinity

3�'���� ��!�
∫

integral sign
#�@� Δ characteristic

���
�� N��F� δ finite difference
�) �-� π pi

�9�@Z G������ ���)  '`� �-� e neper number, natural logarithm base

����� ∠ angle
����f  �L�8�  �U�� o ′ ” degrees, minutes, seconds

�� =���') ( ) parentheses
���'( [ ] bracket

�� �S	�0 { } braces
�� ��� '�EM	� �%�1 � more less than

G�') y y′ y prime derivative

-�	E� y y′′ y second derivative
�'f y y′′′ y third derivative
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